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Ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñâÿçàííûå ñ
óíèâåðñàëüíûìè àëãåáðàìè.

Ì.È.Ãðàåâ, À.Â.Êîãàíîâ

Ââåäåí êëàññ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, ñ êîòîðûì åñòåñòâåííî ñâÿçàíû
ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà
îïèñàíèþ è èññëåäîâàíèþ ýòèõ ñòðóêòóð. Äëÿ óäîáñòâà òåðìèí "óíèâåðñàëüíàÿ
àëãåáðà"çàìåíåí òåðìèíîì "À-ñèñòåìà".
1. Èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ. [1, 2] Óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé (À-ñèñòåìîé)
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ U è Fn, ãäå n ïðîáåãàåò ïîäìíîæåñòâî N0

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñ çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè
ϕn : Fn × Un → U, n ∈ N0. (1)

Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì À-ñèñòåìû, à ýëåìåíòû f ∈ Fn � n-
àðíûìè îïåðàöèÿìè. Îáðàç ïàðû f ∈ Fn è (u1, . . . , un) ∈ Un ïðè îòîáðàæåíèè
ϕn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f(u1, . . . , un). À-ñèñòåìà ñ íîñèòåëåì U è ìíîæåñòâîì
îïåðàöèé F = ∪Fn îáîçíà÷àåòñÿ, ÷åðåç (U, F ) èëè ïîäðîáíåå ÷åðåç (U, F, ϕ), ãäå
ϕ = {ϕn}.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçì îäíîé À-ñèñòåìû â
äðóãóþ è èçîìîðôèçì äâóõ À-ñèñòåì.

Äëÿ ëþáîé À-ñèñòåìû (U, F, ϕ) ïîäìíîæåñòâî V ⊂ U íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé f ∈ F , êîðî÷å, F -ïîäìíîæåñòâîì, åñëè ϕn (Fn × V n) ⊂
V äëÿ âñåõ n ∈ N0. Êàæäîå F -ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì À-ñèñòåìû
(V, F ) ñ òåì æå ìíîæåñòâîì îïåðàöèé F, ÷òî è èñõîäíàÿ À-ñèñòåìà; åå íàçûâàþò
ïîäñèñòåìîé À-ñèñòåìû (U, F ).

Ñâÿæåì ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì X ⊂ U íîñèòåëÿ À-ñèñòåìû (U, F, ϕ)
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Yn} ïîäìíîæåñòâ â U :

Y1 = X, Yk = Yk−1 ∪
(∪ϕn(Fn × Y n

k−1)
)

ïðè k > 1. (2)
Î÷åâèäíî, ÷òî V = ∪Yk � F -ïîäìíîæåñòâî â U. Ãîâîðÿò, ÷òî X ⊂ V ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèì ïîäìíîæåñòâîì â V.

2. Ïðàâèëüíûå À-ñèñòåìû. Äëÿ ëþáîé À-ñèñòåìû (U,F ) íàçîâåì ýëåìåíò
u ∈ U ïðîñòûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå u = f(u1, . . . , un),
ãäå (u1, . . . , un) 6= (u, . . . , u). Î÷åâèäíî, ýëåìåíò u ∈ U ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèíàäëåæèò ëþáîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊂ U,
ïîðîæäàþùåìó U.

Íàçîâåì À-ñèñòåìó (U, F ) ïðàâèëüíîé, åñëè
0Ïîääåðæàíî ÐÔÔÈ, ãðàíò 01-01-00754.
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1) åå íîñèòåëü U ïîðîæäåí ïîäìíîæåñòâîì X ⊂ U ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ è
2) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà u ∈ U, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòûì, ñóùåñòâóþò

åäèíñòâåííûå ÷èñëî n ∈ N0, îïåðàöèÿ f ∈ Fn è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(u1, . . . , un) 6= (u, . . . , u). îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñâîè ÷ëåíîâ,
òàêèå ÷òî u = f(u1, . . . , un).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáàÿ ïîäñèñòåìà ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé.

Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî X ⊂ U ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû åå
áàçîé è áóäåì ïèñàòü (U, F ) = U [X] èëè U [x1, . . . , xn], åñëè X = {x1, . . . , xn}.
Ìîùíîñòü X íàçîâåì ðàíãîì À-ñèñòåìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç r(U).

Ââåäåì äâå ÷èñëîâûå ôóíêöèè íà íîñèòåëå ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû U [X].
Ïîëîæèì X1 = X è Xk = Yk \ Yk−1 ïðè k > 1, ãäå Yk � ïîäìíîæåñòâà â U ,

îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (2). Åñëè u ∈ Xk, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò
u ∈ U èìååò âûñîòó k è ïèñàòü h(u) = k. Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ëþáîé
ýëåìåíò u ∈ U âûñîòû k > 1 ïðåäñòàâèì â âèäå

u = f(u1, . . . , un), ãäå max(h(u1), . . . , h(un)) = k − 1. (3)
Îïðåäåëèì äëèíó l(u) ýëåìåíòîâ u ∈ U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû (U,F )

èíäóêöèåé ïî èõ âûñîòå h(u). Åñëè h(u) = 1, òî ïîëàãàåì l(u) = 1. Åñëè h(u) > 1,
òî ýëåìåíò u ∈ U îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå (3), è ìû ïîëàãàåì:

l(u) = l(u1) + . . . + l(un).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè â À-ñèñòåìå íåò óíàðíûõ îïåðàöèé, òî h(u) 6 l(u)
äëÿ âñåõ u ∈ U .

Ôóíêöèè h è l çàäàþò íà íîñèòåëå U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû îòíîøåíèå
÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Èìåííî, ìû ïèøåì : u′ 6h u, åñëè u′ = u èëè
h(u′) < h(u); u′ 6l u, åñëè u′ = u èëè l(u′) < l(u). Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèÿ 6 h

è 6 l íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé f ∈ F, ò.å. , íàïðèìåð, èç óñëîâèé
u′i 6 h ui, i = 1, . . . , n íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ. ÷òî f(u′1, . . . , u

′
n) 6 f(u1, . . . , un).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü V1 = U [y1, . . . , yn] è V2 = U [z1, . . . , zn] � F -
ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ðàíãà n ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû òàêèå ÷òî V1 ⊂ V2.
Òîãäà, åñëè h(yi) = h(zi) äëÿ âñåõ i, òî V1 = V2.

Â ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìå (U,F ) èç âêëþ÷åíèÿ V1 ⊂ V2, ãäå V1, V2 �
F -ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ðàíãîâ, íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâåíñòâî
r(V1) 6 r(V2). Ñïðàâåäëèâî, îäíàêî, áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå (ñâîéñòâî îáðûâà
âîçðàñòàþùèõ öåïî÷åê).
Òåîðåìà 1. Â ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìå ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V1 ⊂ . . . Vn ⊂ . . . F -ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ðàíãà
òàêàÿ, ÷òî r(Vn) > r(Vn+1), n = 1, 2, . . . , ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãó.
øàãó.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñóììà∑
y∈Yn

h(y), ãäå Yn � áàçà â Vn. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

3. Ñâîáîäíûå, ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå è ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå
À-ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðàâèëüíûõ À-ñèñòåì.

Íàçîâåì ïðàâèëüíóþ À-ñèñòåìó (U, F ) ñâîáîäíîé, åñëè
1) ðàâåíñòâî

f(u1, . . . , uk) = f ′(u′1, . . . , u
′
l) (4)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = f ′ (è,çíà÷èò, k = l) è ui = u′i
äëÿ âñåõ i;

2) íå ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèé âèäà u = f(u, . . . , u).
Íàçîâåì ïðàâèëüíóþ À-ñèñòåìó (U, F ) ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé , åñëè

óñëîâèå 1 ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ çàìåíåíî áîëåå ñëàáûì: ðàâåíñòâî (4) èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîãäà f = f ′, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (u1, . . . , uk)
è (u′1, . . . , u

′
l) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì.

Íàçîâåì ïðàâèëüíóþ À-ñèñòåìó (U, F ) ñâîáîäíîé èäåìïîòåíòíîé, åñëè
u = f(u, . . . , u) äëÿ âñåõ u ∈ U è f ∈ F,

è íèêàêèõ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé íå ñóùåñòâóåò.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñâîáîäíûõ èäåìïîòåíòíûõ ñèñòåì âñå F -ïîäìíîæåñòâà

ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ îäíîýëåìåíòíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ëþáàÿ ïîäñèñòåìà ñâîáîäíîé, ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé
è ñâîáîäíîé èäåìïîòåíòíîé À-ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîîòâåòñòâåííî
ñâîáîäíîé, ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé è ñâîáîäíîé èäåìïîòåíòíîé À-
ñèñòåìîé.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äâå ñâîáîäíûå (ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå è ñâîáîäíûå èäåìïîòåíòíûå) À-ñèñòåìû (U,F ) è (U ′, F ′)
èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(U) = r(U ′) è #Fn = #F ′

n, n = 1, 2, . . .,
ãäå Fn ⊂ F è F ′

n ⊂ F ′ � ïîäìíîæåñòâà n-àðíûõ îïåðàöèé.

Íàçîâåì ñâîáîäíóþ À-ñèñòåìó ñâîáîäíûì ãðóïïîèäîì, åñëè ìíîæåñòâî
îïåðàöèé F ñîñòîèò èç îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèè (óìíîæåíèå)[3]. Ñóùåñòâóåò
âëîæåíèå σ íîñèòåëÿ U ïðîèçâîëüíîé ñâîáîäíîé À-ñèñòåìû U [X] = (U, F ) ñ
áàçîé X â ñâîáîäíûé ãðóïïîèä G[X ∪ F ] ñ áàçîé X ∪ F :

σ : U → G[X ∪ F ].

Ýòî âëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî âûñîòå h(u) ýëåìåíòîâ u ∈ U. Åñëè
h(u) = 1, ò,å. u ∈ X, òî ïîëàãàåì σ(u) = u. Ïóñòü σ(u). óæå îïðåäåëåíî äëÿ
ýëåìåíòîâ âûñîòû ìåíüøåé n. Îïðåäåëèì σ(u) ïðè h(u) = n.
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Ñíà÷àëà èíäóêöèåé ïî k = 1, 2, . . . îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ τk : (Un)k → G[X∪
F ], ãäå Un ⊂ U � ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âûñîòû ìåíüøåé n :

τ1(u) = σ(u), τk(u1, . . . , uk) = τk−1(u1, . . . , uk−1) σ(uk).

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ τk : (Un)k → G[X ∪F ] ñîãëàñîâàíû ñ îòîáðàæåíèÿìè
τk : (Um)k → G[X ∪ F ] ïðè m < n.

Ïóñòü h(u) = n. Ýëåìåíò u èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
u = f(u1, . . . , uk), ãäå f ∈ F , h(ui) < h(u), i = 1, . . . , k, è ìû ïîëàãàåì

σ(u) = f · τk(f)(u1, . . . , uk(f)),

Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå σ : U → G[X ∪ F ] èíúåêòèâíî è èñõîäíàÿ ñâîáîäíàÿ
À-ñèñòåìà U [X] îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
ïî ìíîæåñòâó σ(U) ⊂ G[X ∪ F ].
4. Ãðàôû è îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè, àññîöèèðîâàííûå
ñ ïðàâèëüíûìè À-ñèñòåìàìè. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò u′ ∈ U íîñèòåëÿ
ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû ïîä÷èíåí ýëåìåíòó u 6= u′, åñëè ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u1, . . . , un} ⊂ U , ñîäåðæàùàÿ u′ è n-àðíàÿ îïåðàöèÿ f ∈ F
òàêèå ÷òî u = f(u1, . . . , un).

Îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè, íåñêîëüêî íîâûõ ñòðóêòóð
íà íîñèòåëå U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû.
4.1. Ñòðóêòóðà íàïðàâëåííîãî ãðàôà. Âåðøèíàìè ýòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòû u ∈ U , à íàïðàâëåííûå ðåáðà ñîåäèíÿþò êàæäûé íåïðîñòîé ýëåìåíò
u ñî âñåìè ïîä÷èíåííûìè åìó ýëåìåíòàìè, ò.å. ñ ýëåìåíòàìè ui, âõîäÿùèìè â
ðàçëîæåíèå u = f(u1, . . . , un). Ïðè ýòîì, åñëè ui âõîäèò â ðàçëîæåíèå n ðàç, òî
èç u â ui ïðîâîäèòñÿ n ðåáåð. Îòìåòèì, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà âûõîäèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåáåð, à âõîäèò â íåå, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðåáåð.
Ïðåäëîæåíèå 6. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ À-ñèñòåìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, àññîöèèðîâàííûì ñ íåé ãðàôîì.
4.2. Ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íà U . Ïîëîæèì u′ 6
u, åñëè ëèáî u′ = u, ëèáî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u =
u1, u2, . . . , un = u′ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîä÷èíåí
ïðåäûäóùåìó. Ýòà ÷àñòè÷íàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü íå ñîãëàñîâàíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñ îïåðàöèÿìè f ∈ F. Îòìåòèì, ÷òî èç u 6 v ñëåäóåò h(u) 6 h(v) è l(u) 6 l(v).

4.3. Ñõåìû ðàçëîæåíèé ýëåìåíòîâ u ∈ U . Ñâÿæåì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì u ∈
U êîíå÷íûé íàïðàâëåííûé ãðàô S(u) òèïà äåðåâà, êîòîðûé íàçîâåì ñõåìîé
ðàçëîæåíèé ýëåìåíòà u. Åãî âåðøèíó, â êîòîðóþ ðåáðà íå âõîäÿò, íàçîâåì
êîðíåì, à âåðøèíû, èç êîòîðûõ ðåáðà íå âûõîäÿò - ëèñòüÿìè.

Îïðåäåëèì S(u) èíäóêöèåé ïî âûñîòå h(u). Åñëè h(u) = 1, ò.å. u ∈ X,
ãäå X � áàçà, òî ïî îïðåäåëåíèþ, S(u) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ
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îäíîâðåìåííî è êîðíåì, è ëèñòîì. Ïóñòü ñõåìû S(u) óæå îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ u âûñîòû ìåíüøåé n, ãäå n > 1. Òîãäà, åñëè h(u) = n > 1, òî
ïðåäñòàâèì u â âèäå u = f(u1, . . . , uk), ãäå h(ui) < h(u), i = 1, . . . , k. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ñõåìà S(u) ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåì S(u1), . . . , S(uk) äîáàâëåíèåì îäíîé
âåðøèíû (êîðíÿ äåðåâà S(u)) è k ðåáåð, èäóùèõ îò ýòîãî êîðíÿ ê êîðíÿì
äåðåâüåâ S(u1), . . . , S(uk). Ïðè ýòîì êîðåíü ñíàáæàåòñÿ ìåòêîé f � çíàêîì
ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà S(u), íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ëèñòîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñíàáæåííîé ìåòêîé f ∈ F.

Îòìåòèì, ÷òî âûñîòà h(u) ýëåìåíòà u ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ÿðóñîâ
ñõåìû S(u), à äëèíà � ÷èñëó åå ëèñòüåâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè S(u) = S(v), òî
h(u) = h(v) è l(u) = l(v).

5. À-ñèñòåìû S-ïîäìíîæåñòâ. Íàçîâåì S-ïîäìíîæåñòâàìè ïðàâèëüíîé À-
ñèñòåìû (U, F ) ïîäìíîæåñòâà V ⊂ U ýëåìåíòîâ ñ îäíîé è òîé æå ñõåìîé
ðàçëîæåíèÿ.

Ñâÿæåì ñ êàæäîé ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìîé (U, F ) äðóãóþ À-ñèñòåìó (Σ, F ),
íîñèòåëü êîòîðîé � ñîâîêóïíîñòü Σ âñåõ S-ïîäìíîæåñòâ â U , à ìíîæåñòâî
îïåðàöèé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îïåðàöèé F èñõîäíîé À-ñèñòåìû.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå îïåðàöèé f ∈ F íà ìíîæåñòâå Σ. Ïóñòü f ∈ Fn �
ïðîèçâîëüíàÿ n-àðíàÿ îïåðàöèÿ, V1, . . . , Vn � ïðîèçâîëüíûå S-ïîäìíîæåñòâà â
U , è vi ∈ Vi, i = 1, . . . , n � èõ ïðåäñòàâèòåëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè êàêèå-
ëèáî èç ìíîæåñòâ Vi ñîâïàäàþò, òî â êà÷åñòâå èõ ïðåäñòàâèòåëåé áåðåòñÿ îäèí è
òîò æå ýëåìåíò. Îïðåäåëèì V = f(V1, . . . , Vn) êàê S-ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
ýëåìåíò v = f(v1, . . . , vn). Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò
âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé vi ∈ Vi.

Ñâîéñòâî À-ñèñòåìû (Σ, F ).
1) À-ñèñòåìà (Σ, F ) ïðàâèëüíà.
2) Åñëè (U, F ) � ñâîáîäíàÿ, ñâîáîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ èëè ñâîáîäíàÿ

èäåìïîòåíòíàÿ À-ñèñòåìà, òî À-ñèñòåìà (Σ, F ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî ñâîáîäíîé, ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé èëè ñâîáîäíîé
èäåìïîòåíòíîé À-ñèñòåìîé.

3) Åñëè (U, F ) � ñâîáîäíàÿ èëè ñâîáîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ À-ñèñòåìà, òî
áàçèñ À-ñèñòåìû (Σ, F ) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà � S-ïîäìíîæåñòâà X
ýëåìåíòîâ âûñîòû 1.

4) Åñëè (U, F ) � ñâîáîäíàÿ èäåìïîòåíòíàÿ À-ñèñòåìà, òî S-ïîäìíîæåñòâî V
ïðèíàäëåæèò áàçèñó À-ñèñòåìû (Σ, F ), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì
ýòîé À-ñèñòåìû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî V = X, ëèáî ýëåìåíòû
v ∈ V èìåþò âèä u = f(v1, . . . , vn), ãäå h(vi) < h(v), è âñå vi ïðèíàäëåæàò
îäíîìó è òîìó æå S-ïîäìíîæåñòâó.

6. Ðåøåòêè F -ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ðàíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̃ =

L̃(U, F ) ñîâîêóïíîñòü âñåõ F -ïîäìíîæåñòâ V ⊂ U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû (U,F ).



6

Ìíîæåñòâî L̃ îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé ñóììû
(îáúåäèíåíèÿ) ∨ è ïðîèçâåäåíèÿ (ïåðåñå÷åíèÿ) ∧ [4].
Òåîðåìà 2. Ñîâîêóïíîñòü L F -ïîäìíîæåñòâ V ⊂ U êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ
ïîäðåøåòêîé â L̃, è

r(U1 ∧ U2) + r(U1 ∨ U2) 6 r(U1) + r(U2) äëÿ ëþáûõ U1, U2 ∈ L. (5)
Áàçû ïîäìíîæåñòâ U1 ∧ U2 è U1 ∨ U2 ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ áàç
ïîäìíîæåñòâ U1 è U2.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåòêà L íå ïîëóìîäóëÿðíà, è âêëþ÷åíèå U ′ ⊂ U ′′ íå âëå÷åò â
íåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâåíñòâî r(U ′) 6 r(U ′′).

Íàçîâåì F -ïîäìíîæåñòâî U ′ ⊂ U êîíå÷íîãî ðàíãà r ïëîñêèì ïîäìíîæåñòâîì,
åñëè íå ñóùåñòâóåò F -ïîäìíîæåñòâ ðàíãà r1 6 r, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ U ′.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáûõ ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ U ′ è U ′′ èç
âêëþ÷åíèÿ U ′ ⊂ U ′′ ñëåäóåò r(U ′) 6 r(U ′′); ïðè ýòîì åñëè r(U ′) = r(U ′′), òî
U ′ = U ′′.
Òåîðåìà 3. Ïåðåñå÷åíèå V = ∩αVα ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ Vα ðàíãîâ rα

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäìíîæåñòâîì ðàíãà r 6 minα rα. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
r = rα, äëÿ íåêîòîðîãî α, òî V = Vα.
Ñëåäñòâèå. Ñîâîêóïíîñòü L = L(U,F ) ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðàâèëüíîé
À-ñèñòåìû (U, F ) íàäåëåíà ñòðóêòóðîé ðåøåòêè ïî âêëþ÷åíèþ ; â íåé
ïðîèçâåäåíèå U1 ∧ U2 ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ U1 è U2 çàäàåòñÿ òàê æå, êàê
è â ðåøåòêå L, à èõ ñóììà U1 ∨ U2 åñòü ïåðåñå÷åíèå ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùèõ U1 è U2.

Çàìåòèì, ÷òî L íå ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â L, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèÿ ñóììû
â L è L ðàçëè÷íû.

Èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî F -ïîäìíîæåñòâà
êîíå÷íîãî ðàíãà ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ñîäåðæàùåå
åå ïëîñêîå ïîäìíîæåñòâî.
Òåîðåìà 4. Ðàíãè ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ U1, U2, U1 ∧ U2 è U1 ∨ U2 ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (5).
Ñëåäñòâèå. Åñëè r(U1) = r(U2) = r(U1 ∧ U2) + 1 è U1 6= U2, òî r(U1 ∨ U2) =
r(U1) + 1. Ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ïîëóìîäóëÿðíîñòè ðåøåòêè L [...].

Â ñèëó ïîëóìîäóëÿðíîñòè ðåøåòêè L, ïëîñêèå ïîäìíîæåñòâà ðàíãà r
åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü êàê ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòè r− 1. Îòìåòèì îñîáåííîñòü
âîçíèêàþùåé òàê ãåîìåòðèè. Ñ êàæäîé ïëîñêîñòüþ V ðàçìåðíîñòè r− 1 ñâÿçàí
ôèêñèðîâàííûé íàáîð èç r ýëåìåíòîâ â U � áàçà ïîäìíîæåñòâà V. Ïðè ýòîì áàçû
ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè áàç ýòèõ
ïëîñêîñòåé.
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7. Ðåøåòêè ïëîñêîñòåé. Íàçîâåì F -ïîäìíîæåñòâî V ⊂ U ïðàâèëüíîé À-
ñèñòåìû (U, F ) ïëîñêîñòüþ, åñëè ëþáîå ïëîñêîå ïîäìíîæåñòâî â V ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêèì ïîäìíîæåñòâîì â U. Â ÷àñòíîñòè, íîñèòåëü U À-ñèñòåìû è ïóñòîå
ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò:
1) Åñëè V1 � ïëîñêîñòü â U, à V2 � ïëîñêîñòü â V1, òî V2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ

â U,
2) Ëþáîå ïëîñêîå ïîäìíîæåñòâî â U ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ è îáðàòíî,

ëþáàÿ ïëîñêîñòü êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäìíîæåñòâîì. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ðàíã íîñèòåëÿ U êîíå÷åí, òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü â U ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêèì ïîäìíîæåñòâîì.

3) Ëþáàÿ ïëîñêîñòü V ⊂ U ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ â íåé
ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç U.

Òåîðåìà 5. Ïåðåñå÷åíèå V =
⋂

α Vα ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïëîñêîñòåé Vα

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ.
Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî L̃ ïëîñêîñòåé â íîñèòåëå U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû
(U,F ) íàäåëåíî ñòðóêòóðîé ðåøåòêè, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ïëîñêîñòåé V1 è
V2 ýëåìåíò V1 ∧ V2 åñòü ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé, à V1 ∨ V2 � ìèíèìàëüíàÿ
ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ V1 è V2.

Ñîâîêóïíîñòü L ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé ýòîé
ðåøåòêè.

Ñêàæåì, ÷òî ïëîñêîñòü V1 ïîêðûâàåò ïëîñêîñòü V2, åñëè V1 ñòðîãî ñîäåðæèò
V2, è íå ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòè V , îòëè÷íîé îò V1 è V2 òàêîé, ÷òî V1 ⊃ V ⊃ V2.

Òåîðåìà 6. Ïëîñêîñòü V ′ ïîêðûâàåò ïëîñêîñòü V ⊂ U , V 6= U òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà V ′ ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì V è ýëåìåíòîì x /∈ V. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïîêðûâàþùèõ ïëîñêîñòü V 6= U, íåïóñòî.

Òåîðåìà 7. Ðåøåòêà L̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëóìîäóëÿðíîñòè: åñëè
ïëîñêîñòè U1 è U2, U1 6= U2 ïîêðûâàþò ïëîñêîñòü U0, òî U1 ∨ U2 ïîêðûâàåò
U1 è U2.
Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè ïîëóìîäóëÿðíûõ ðåøåòîê ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü è íà èíäóêòèâíûå ïðåäåëû ïðàâèëüíûõ À-ñèñòåì.
8. Òîïîëîãè÷åñêèå è ìåòðè÷åñêèå À-ñèñòåìû. Íàçîâåì À-ñèñòåìó (U,F )
AT -ñèñòåìîé (ñîîòâåòñòâåííî, AM - ñèñòåìîé), åñëè íà åå íîñèòåëå U
çàäàíà ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîãî (ñîîòâåòñòâåííî ìåòðè÷åñêîãî) ïðîñòðàíñòâà,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå îïåðàöèè f ∈ F íåïðåðûâíû.

Åñëè (U,F ) � ñâîáîäíàÿ À-ñèñòåìà, òî òîïîëîãèþ (ìåòðèêó), çàäàííóþ íà åå
áàçå X ⊂ U , ìîæíî ïðîäîëæèòü äî òîïîëîãèè (ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðèêè) íà
âñåì íîñèòåëå U. Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ ýòîé òîïîëîãèè (ìåòðèêè).
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Ïóñòü íà X çàäàíà òîïîëîãèÿ, ò.å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X îïðåäåëåí
áàçèñ åå îêðåñòíîñòåé. Îïðåäåëèì áàçèñ îêðåñòíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
u ∈ U âûñîòû n > 1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ âûñîòû ìåíüøåé
n ýòîò áàçèñ óæå îïðåäåëåí. Ýëåìåíò u ïðåäñòàâèì, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì, â âèäå u = f(u1, . . . , uk), ãäå h(ui) < n, i = 1, . . . , k, è çíà÷èò, áàçèñû
îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ ui óæå îïðåäåëåíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, áàçèñ îêðåñòíîñòåé
ýëåìåíòà u åñòü ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ

f(Vu1 , . . . , Vuk
) = {u′ = f(u′1, . . . , u

′
k) | u′1 ∈ Vu1 , . . . , u

′
k ∈ Vuk

},
ãäå Vu1 , . . . , Vuk

ïðîáåãàþò áàçèñû îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ u1, . . . , uk.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå S-ïîäìíîæåñòâà US ⊂ U îòêðûòû è çàìêíóòû

â ýòîé òîïîëîãèè è ÷òî ñâîéñòâà õàóñäîðôîâîñòè, ñâÿçíîñòè è ëîêàëüíîé
êîìïàêòíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïðîäîëæåíèè òîïîëîãèè ñ X íà U.

Ïóñòü òåïåðü íà X çàäàíà ìåòðèêà ρ, àðõèìåäîâà èëè íåàðõèìåäîâà.
Ïðîäîëæèì åå íà ëþáîå S-ïîäìíîæåñòâî US ⊂ U. Ïóñòü ýòà ìåòðèêà óæå
ïðîäîëæåíà íà S-ïîäìíîæåñòâà ñ ýëåìåíòàìè âûñîòû ìåíüøåé n, è ïóñòü US

� ëþáîå S-ïîäìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè âûñîòû n > 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
S-ïîäìíîæåñòâ, ñóùåñòâóþò f ∈ F è S-ïîäìíîæåñòâà US1 , . . . , USk

ñ ýëåìåíòàìè
âûñîòû ìåíüøåé n, ãäå k � àðíîñòü f, òàêèå ÷òî S-ïîäìíîæåñòâî US ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ âèäà

u = f(u1, . . . , uk), h(ui) < h(u), ãäå ui ∈ USi
, i = 1, . . . , k,

ò.å. US = US1 × . . .× USn .
Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ìåòðèêà íà S-ïîäìíîæåñòâàõ USi

óæå
îïðåäåëåíà. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ìåòðèêà àðõèìåäîâà, îïðåäåëèì ρ(u, v) äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ u = f(u1, . . . , uk) è v = f(v1, . . . , vk) èç US ïî ôîðìóëå

ρ(u, v) =
√

ρ2(u1, v1) + . . . + ρ2(un, vn).

Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðèêà ρ íà S-ïîäìíîæåñòâàõ USi
íåàðõèìåäîâà, îïðåäåëèì

ρ(u, v) ïî ôîðìóëå
ρ(u, v) = max(ρ(u1, v1), . . . , ρ(un, vn)).

Îïðåäåëåííûå òàê ìåòðèêè íà S-ïîäìíîæåñòâàõ â U , ñîîòâåòñòâåííî
àðõèìåäîâû è íåàðõèìåäîâû, ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïðîäîëæèòü äî
ìåòðèêè ρ àðõèìåäîâîé èëè íåàðõèìåäîâîé íà âñåì íîñèòåëå U òàê, ÷òî ρ(u, v) >
1, åñëè u è v ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì S-ïîäìíîæåñòâàì.

Ïðèâåäåííûå êîíñòðóêöèè ïåðåíîñÿòñÿ ñ íåñóùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè íà
ñëó÷àé ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ è ñâîáîäíûõ èäåìïîòåíòíûõ ñèñòåì.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé èäåìïîòåíòíîé ñèñòåìû õàóñäîðôîâó òîïîëîãèþ è
íåàðõèìåäîâó ìåòðèêó íà X ìîæíî ïðîäîëæèòü äî äðóãîé, áîëåå ñëàáîé ÷åì
èñõîäíàÿ, õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè (ñîîòâåòñòâåííî íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêè)
íà U. Â íîâîé, âòîðè÷íîé, òîïîëîãèè áàçèñ îêðåñòíîñòåé â U îïðåäåëÿåòñÿ
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êàê ñîâîêóïíîñòü F -ïîäìíîæåñòâ V ⊂ U, ïîðîæäåííûõ ïîäìíîæåñòâàìè,
îòêðûòûìè â èñõîäíîé òîïîëîãèè.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå âòîðè÷íîé íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêè íà U. Ïî îïðåäåëåíèþ,
íà S-ïîäìíîæåñòâàõ â U ýòà ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ìåòðèêîé.
Ïðîäîëæèì åå íà âñå ìíîæåñòâî U , ò,å, îïðåäåëèì ρ(u, v) äëÿ ýëåìåíòîâ u, v ∈
U , ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì S-ïîäìíîæåñòâàì. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
h(u) 6 h(v). Òîãäà h(v) > 1, à ïîòîìó ýëåìåíò v îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

v = f(v1, . . . , vk), ãäå h(vi) < h(v), i = 1, . . . , k.

Åñëè h(u) < h(v), òî ïîëîæèì ρ(u, v) = max(ρ(u, v1), . . . , ρ(u, vk)).
Åñëè h(u) = h(v), òî ïðåäñòàâèì u â âèäå

u = f1(u1, . . . , ul), ãäå h(ui) < h(u), i = 1, . . . , l

è ïîëîæèì ρ(u, v) = maxi,j(ρ(ui, vj)), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì i = 1, . . . , l è
j = 1, . . . , k.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ρ óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêè.

Ïðåäëîæåíèå 7. Âî âòîðè÷íîé íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêå íà U êàæäûé øàð
ÿâëÿåòñÿ F -ïîäìíîæåñòâîì â U, ïîðîæäåííûì ïîäìíîæåñòâîì, îòêðûòûì
â èñõîäíîé ìåòðèêå.

9. Òîïîëîãèÿ è ìåòðèêà íà ñîâîêóïíîñòè F -ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî
ðàíãà. Òîïîëîãèÿ è ìåòðèêà íà íîñèòåëå U ïðàâèëüíîé À-ñèñòåìû (U,F )

èíäóöèðóþò òîïîëîãèþ (ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðèêó) íà ñîâîêóïíîñòè L̃ = l̃(U,F )
F -ïîäìíîæåñòâ V ⊂ U êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïðèâåäåì èõ êîíñòðóêöèþ äëÿ ñëó÷àÿ
ñâîáîäíîé À-ñèñòåìû.

9.1. Òîïîëîãèÿ íà L̃, èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèåé íà U . Ïóñòü V ⊂ U �
ïðîèçâîëüíîå F -ïîäìíîæåñòâî c áàçèñîì Y = {y1, . . . , yk}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M(Vy1 , . . . , Vyk

), ãäå Vyi
� îêðåñòíîñòü òî÷êè yi, ñîâîêóïíîñòü F -ïîäìíîæåñòâ â

U, ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè ïîäìíîæåñòâàìè Z = {z1, . . . , zk}, ãäå zi ∈ Vyi
,

i = 1, . . . , k. Ïî îïðåäåëåíèþ, áàçèñ îêðåñòíîñòåé ïîäìíîæåñòâà V ñîñòîèò
èç ìíîæåñòâ M(Vy1 , . . . , Vyk

) ⊂ L̃, ãäå Vyi
äëÿ êàæäîãî i ïðîáåãàåò áàçèñ

îêðåñòíîñòåé òî÷êè yi.
Â ï. 8 õàóñäîðôîâà òîïîëîãèÿ íà áàçå X ⊂ U ïðîäîëæåíà äî òîïîëîãèè íà U.

Òåì ñàìûì, òîïîëîãèÿ íà X èíäóöèðóåò è òîïîëîãèþ íà L̃.

Òåîðåìà 8. Òîïîëîãèÿ íà L̃., èíäóöèðîâàííàÿ õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèåé íà X,
òàêæå õàóñäîðôîâà è, åñëè áàçà X ⊂ U íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê,
òî â ýòîé òîïîëîãèè ïîäìíîæåñòâî L ⊂ L̃ ïëîñêèõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî è
âñþäó ïëîòíî.
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9.2. Ìåòðèêà íà L̃, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé ρ íà U . Äëÿ ïîäìíîæåñòâ U1 =
U [x1, . . . , xn] è U2 = [y1, . . . , yn] îäèíàêîâîãî ðàíãà ïîëàãàåì:

ρ(U1, U2) = min
σ

(
max(ρ(x1, yσ(1)), . . . , ρ(xn, yσ(n)))

)
,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ èíäåêñîâ 1, . . . , n.
Åñëè ρ � àðõèìåäîâà èëè íåàðõèìåäîâà ìåòðèêà íà U , òî ýòà ôîðìóëà çàäàåò

ñîîòâåòñòâåííî àðõèìåäîâó èëè íåàðõèìåäîâó ìåòðèêó íà ñîâîêóïíîñòè L̃n F -
ïîäìíîæåñòâ â U îäíîãî è òîãî æå ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà n. Ýòó ìåòðèêó ìîæíî
çàòåì ïðîäîëæèòü äî ñîîòâåòñòâåííî àðõèìåäîâîé èëè íåàðõèìåäîâîé ìåòðèêè
íà âñåì L̃ òàê, ÷òî ρ(U1, U2) > 1, åñëè r(U1) 6= r(U2).
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