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Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
êîòîðûé èìåë áû áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü ðàçðåøåíèÿ, ÷åì êëàññè÷å-
ñêèé àíàëèç, è ìîã áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ãåîñðåäû, îáëàäàþùåé èåðàðõèåé ñòðóêòóðíûõ óðîâ-
íåé, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ó ÷èòàòåëÿ âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
10. ×òî òàêîå ñòåïåíü ðàçðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà? Íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ëè îíà òåîðåòè÷åñêè áåñêîíå÷íîé? Âåäü ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå
ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 2, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü åãî ñ ëþáîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

20. Åñòü ëè íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà, äàæå åñëè è åñòü òàêàÿ ëîãè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü? Ëîãè÷å-
ñêè âîçìîæíû ìíîãèå ðàçëè÷íûå òåîðèè, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàíè-
ìàòüñÿ òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé òåîðèåé, íåîáõîäèìî èìåòü äîñòà-
òî÷íûå îñíîâàíèÿ.

È íàêîíåö, òðåòèé âîïðîñ ñâÿçàí ñ íàçâàíèåì êíèãè.
30. ×òî òàêîå íåàðõèìåäîâà ïåðåìåííàÿ è, â ÷àñòíîñòè, íåàðõè-

ìåäîâà ïðÿìàÿ? Êàêîå îòíîøåíèå îíà èìååò ê ðåàëüíîñòè è íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îáû÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîé ìîäåëüþ
íàøèõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè?

Â äàííîì ââåäåíèè ìû ïîïûòàåìñÿ êîðîòêî îòâåòèòü íà ýòè âî-
ïðîñû.

1. Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ëþáîé
èíñòðóìåíò äëÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé èìååò ñîáñòâåííóþ ðàç-
ðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü. Íàïðèìåð, ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü
ìèêðîñêîïà ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé, îáðàòíîé ê ìàêñèìàëüíî-
ìó ðàññòîÿíèþ, íà êîòîðîì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðè âçãëÿäå ÷å-
ðåç ìèêðîñêîï âîñïðèíèìàþòñÿ êàê îäíà òî÷êà. Â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ðåàëüíîñòè òî÷êà — ýòî ÷èñëî íà âåùåñòâåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èçâåñòíûì ôàêòîì: åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó
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òî÷êàìè a è b ìåíüøå, ÷åì 1/n, ãäå n — ëþáîå ÷èñëî èç íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà

1 2 3 4, , , ,... ,...n , (1)

òî òî÷êè aè b ðàçëè÷èòü ìåæäó ñîáîé íåâîçìîæíî. Èíà÷å ýòî çâó÷èò
òàê: åñëè äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî

| | /a b� � 1 n, (2)
òî a b� .

Äëÿ êðàòêîñòè êëàññè÷åñêèé àíàëèç áóäåì íàçûâàòü àíàëèçîì-1,
à ïîëîæåíèå (2) — Ïåðâîé àêñèîìîé ðàçðåøåíèÿ. Ïðè àêñèîìàòè÷å-
ñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèè äàííîå ïîëîæåíèå äåéñòâèòåëüíî ìîæíî
ââåñòè êàê íåçàâèñèìóþ àêñèîìó, ðàâíîñèëüíóþ àêñèîìå Àðõèìåäà.

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðèäàòü êàêîé-òî ñìûñë äëèíå íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà (1), òî äëèíà áóäåò ìåðîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîýòîìó ëþáîå óâåëè÷åíèå ðàçðåøàþùåé ñïî-
ñîáíîñòè òåîðèè äîëæíî ïðåäïîëàãàòü è óâåëè÷åíèå äëèíû íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà. ßñíî, ÷òî òàêîå óâåëè÷åíèå âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò
ïîñòðîåíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ, êîòîðûì ìîæíî ïðèïèñàòü âåëè÷èíó,
áîëüøóþ âåëè÷èíû ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà èç ðÿäà (1). Òàêèå
îáúåêòû íàçûâàþòñÿ àêòóàëüíûìè áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ÷èñëàìè, à
âåëè÷èíû, îáðàòíûå èì, àêòóàëüíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè ÷èñëàìè.

2. Îñíîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà ñ áoëüøèì ðàçðåøåíèåì, ÷åì
êëàññè÷åñêèé. Åñòü ëè ñìûñë çàíèìàòüñÿ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ðàçðå-
øåíèÿ (1), (2)? Åñòü ëè â ýòîì ðåàëüíàÿ ïîòðåáíîñòü?

2.1. Çàäà÷à èçìåðåíèÿ êàñàòåëüíûõ (ðîãîâèäíûõ) óãëîâ. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ïîòðåáíîñòü íå òîëüêî åñòü, íî áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà áûëà âñåãäà. Åñëè îòêðûòü òðåòüþ êíèãó «Íà-
÷àë» Åâêëèäà [1], òî â ïðåäëîæåíèè 10 ìîæíî ïðî÷èòàòü: «...óãîë
ïîëóêðóãà áîëüøå âñÿêîãî ïðÿìîëèíåéíîãî îñòðîãî óãëà, à îñòàòîê
ìåíüøå». Îñòàòîê óãëà ïîëóêðóãà — ýòî óãîë s ìåæäó ïðÿìîé è êà-
ñàòåëüíîé ê íåé äóãîé îêðóæíîñòè, ïðÿìîëèíåéíûé óãîë — óãîë e
ìåæäó äâóìÿ ëó÷àìè (ðèñ. 1).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 10, êàñàòåëüíûé óãîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà e. Òàêèì îáðàçîì, óãîë êàñàíèÿ (èëè ðîãîâèä-
íûé óãîë) — ýòî íå ÷òî èíîå, êàê àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè-
÷èíà. Ïðè÷åì ìåæäó âåëè÷èíàìè òàêîãî ðîäà åñòü ñâîé ïîðÿäîê:
áîëüøåìó ðàäèóñó R îòâå÷àåò ìåíüøèé óãîë êàñàíèÿ t. Äàëåå ïóòåì
âûáîðà êðèâîé êàñàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü óãëû, ìåíüøèå óãëà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ëþáîìó ðàäèóñó R, è ò.ä. [2, 3]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ óêàçàííîé óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû âåëè-
÷èí òî÷íîñòè îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë óæå íåäîñòàòî÷íî.

8

Ââåäåíèå



Èòàê, íåîáõîäèìî ââåäåíèå íîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ
âêëþ÷àëà áû â ñåáÿ àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû. Ïî-
ñëåäíåå âëå÷åò çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèé â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå. Íåîáõîäèìîñòü â ïîäîáíûõ èçìåíå-
íèÿõ âîçíèêàåò òàêæå è â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè,
ìåõàíèêè ãîðíûõ ïîðîä è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

2.2. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Íà÷íåì ñ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè,
òàê êàê èìåííî îíè ïðèâåëè àâòîðà ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
â ìåõàíèêå íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [4–30]. Ïóñòü íåêîòîðîå òâåðäîå òåëî ïîä-
âåðãàåòñÿ ïðîñòîìó ñäâèãó. Îãðàíè÷èìñÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x y, — äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à ÷åðåç u, v — êîìïî-
íåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ.

Íà ðèñ. 2, à ïîêàçàíà íà÷àëüíàÿ ôîðìà òåëà, íà ðèñ. 2, á — åãî
êîíå÷íàÿ ôîðìà ïîñëå ñäâèãà.
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Ðèñ. 2.



Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ïåðåìå-
ùåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u y� tg g , v � 0, g � const.

Îáðàòèìñÿ ê âíóòðåííåìó ìåõà-
íèçìó ñäâèãà. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ìåõàíèçìîâ òàêîãî ñäâèãà ñâÿçàí ñ
òåì, ÷òî îí îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò
ñêîëüæåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ
òåëà òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Òåëî â öåëîì ïîõîæå íà êîëîäó
êàðò. Êàæäàÿ êàðòà èñïûòûâàåò ñâîé

ñäâèã g e è, êðîìå òîãî, âñå êàðòû ñêîëüçÿò äðóã ïî äðóãó.
Î òàêîì ïðîôèëå ñìåùåíèé ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Ïðè

âçãëÿäå íà íåãî íåâîîðóæåííûì ãëàçîì ïðîôèëü âûãëÿäèò êàê íå-
ïðåðûâíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ. Îäíàêî åñëè ïîñìîòðåòü íà
íåãî ÷åðåç ìèêðîñêîï, òî ñòàíóò âèäíû ìåëêèå ñòóïåíüêè (ìèêðî-
ðàçðûâû). Âîçìîæíî, ÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå îáíàðóæèò åùå
îäèí óðîâåíü ðàçðûâîâ è ò.ä.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè ïî-
äîáíûõ ôóíêöèé âîçíèêàåò è â òåîðèè îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíè-
åì. Òàê, â [31] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïóòè íàãðóæåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿ-
þò äîñòè÷ü çàäàííûõ äåôîðìàöèé òåëà ïðè íàèìåíüøèõ çàòðàòàõ
ýíåðãèè. Ïîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ äîëæíû âêëþ÷àòü
â ñåáÿ âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò «óäàðíàÿ, êî-
âî÷íàÿ» äåôîðìàöèÿ. Ïðè ýòîì äåôîðìàöèè äîëæíû íîñèòü ïóëüñè-
ðóþùèé õàðàêòåð: ÷åì áîëüøå ÷àñòîòà ïóëüñàöèé, òåì ìåíüøå îáùàÿ
ðàáîòà. Â ïðåäåëå ïåðåêëþ÷åíèÿ äîëæíû îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ áåñêî-
íå÷íî áîëüøîé ÷àñòîòîé.

Àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ âîçíèêàþò è â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïîëå-
òîì ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ [32, 33]. Åùå îäíà èëëþñòðàöèÿ ñâÿçàíà
ñ ïîèñêîì îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ïàðóñíèêà ãàëñàìè
ïðîòèâ âåòðà. Öåëûé êëàññ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìî-
ñòè îïåðèðîâàíèÿ òðàåêòîðèÿìè, â êîòîðûõ ÷àñòîòà ïåðåêëþ÷åíèÿ
áåñêîíå÷íî âåëèêà. Òî åñòü ëîêàëüíî òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç èñ÷å-
çàþùå ìàëûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ñ èçëîìàìè âûñòèëàþò îáû÷íûå
ãëàäêèå êðèâûå [34].

ßñíî, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå îáúåêòû íåëüçÿ íàçâàòü ôóíêöèÿìè
(à èõ ãðàôèêè — êðèâûìè) â îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèåìû. Íàïðèìåð, î ïðîèçâîäíîé ïîäîáíîé
«ôóíêöèè» ìîæíî ãîâîðèòü â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ â çàâèñèìîñòè îò
ìàñøòàáà, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî áåðåòñÿ ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà. Ïîýòî-
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ìó «ôóíêöèþ» ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ êîìïîíåíò, êà-
æäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ. Ïåð-
âàÿ êîìïîíåíòà è åå ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèçóþò «ôóíêöèþ» â ñðåä-
íåì, âòîðàÿ — ïðîèçâîäíûå «ôóíêöèè» íà ìèêðîóðîâíå [4, 9, 32, 33].

Â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû äàííîìó ïîäõîäó ñîîòâåòñòâóåò
êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè. Óêàçàí-
íûå ïåðåìåííûå îïèñûâàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòî-
ðûå ðåàëèçóþòñÿ íà ìèêðîìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ [16, 19, 22, 35–37].

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðîå îïèñàíèå íîâûõ îáúåêòîâ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü â ðàìêàõ òðàäèöèîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïóòåì
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî äàëüíåéøèå ïî-
ñòðîåíèÿ ïîðîæäàþò íîâûå âîïðîñû. Íàïðèìåð, ÷òî ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü ïîä êâàäðàòîì óêàçàííîé «ôóíêöèè», åå èíòåãðàëîì, äëèíîé
«êðèâîé», êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãðàôèêó «ôóíêöèè» è ò.ä.? Ïîïûò-
êè ðàçðåøåíèÿ óêàçàííûõ âîïðîñîâ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè íàäå-
ëèòü ñòðóêòóðîé ñàìó íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, à çíà÷èò, ê èçìåíå-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

2.3. Çàäà÷è ñ èåðàðõèåé ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Ðàçðåøàþùàÿ
ñïîñîáíîñòü êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà îãðàíè÷èâàåòñÿ Ïåðâîé àêñèî-
ìîé ðàçðåøåíèÿ èëè ðàâíîñèëüíîé åé àêñèîìîé Àðõèìåäà. Íàïîì-
íèì åå ñîäåðæàíèå.

Åñëè èìååòñÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëà a è b,
ïðè÷åì a b� , òî âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî çíà-
÷åíèå Na ïðåâçîéäåò çíà÷åíèå b, ò.å.

0 � � �a b a b, N . (3)

Íå áóäåì òîðîïèòüñÿ ñ ïðèçíàíèåì «î÷åâèäíîñòè» ýòîé àêñèî-
ìû. Ïîäîáíàÿ «î÷åâèäíîñòü» íàâÿçàíà òîëüêî îïûòîì ðàáîòû ñ
îáû÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â ñëó÷àå ïðåîäîëåíèÿ îãðàíè-
÷åíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ óêàçàííîé àêñèîìîé, íàñ îæèäàþò êà÷åñòâåííî
íîâûå âîçìîæíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òî îçíà÷àåò àêñèîìà Àðõèìåäà? Îíà îçíà÷àåò
ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò. Åñëè ìû âûáèðàåì ëþáîé øàã, ñ êîòîðûì
õîòèì ïðîäâèãàòüñÿ âïåðåä, òî, øàãàÿ òàêèì îáðàçîì âäîëü ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, ìû ðàíî èëè ïîçäíî èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, âñåãäà äîñòèãíåì
ëþáîãî ïóíêòà íà íàøåì ïóòè.

Íåîáõîäèìî ñäåëàòü òîëüêî îäíó îãîâîðêó îòíîñèòåëüíî ÷èñëà 0.
Ñìûñë åå ñòàíåò ÿñíûì, åñëè àêñèîìó Àðõèìåäà ñôîðìóëèðîâàòü íå-
ñêîëüêî èíà÷å: äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a è ëþáîãî ÷èñëà
b a� íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå N, ÷òî

a b a a
b

� � �0, , .
N

(4)
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Èç ýòîé ôîðìóëèðîâêè ñëåäóåò, ÷òî, îòïðàâëÿÿñü îò ëþáîãî ÷èñ-
ëà b a� ñïîñîáîì (4), ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî ÷èñëà a. Äî ëþáîãî ÷èñëà, êðîìå 0. Ïîýòîìó ÷èñëî 0 íà âåùå-
ñòâåííîé îñè ñëåäóåò ñ÷èòàòü îñîáûì.

Èòàê, äâèãàÿñü âäîëü îñè ñïîñîáîì (3) èëè (4), ìîæíî äîñòè÷ü
ëþáîé òî÷êè íà ïðÿìîé (êðîìå òî÷êè 0). Îá ýòîì ôàêòå ìîæíî ñêà-
çàòü ïî-äðóãîìó: ïðè óêàçàííîì ñïîñîáå äâèæåíèÿ íèêàêèõ íåïðå-
îäîëèìûõ ïðåïÿòñòâèé íà íàøåì ïóòè íå èìååòñÿ. Ìîæíî ïðèíÿòü,
÷òî âñå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè (êðîìå 0) îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ìàñ-
øòàáíîìó óðîâíþ.

Êàê èçìåíèòñÿ ýòà êàðòèíà, åñëè ñíèìåì îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå
äèêòóþòñÿ àêñèîìîé Àðõèìåäà? Òîãäà, îòïðàâëÿÿñü îò çàäàííîé òî÷-
êè ñ ôèêñèðîâàííûì øàãîì, íåêîòîðûå òî÷êè íà ïðÿìîé ìû äîñòèã-
íåì, à íåêîòîðûå îñòàíóòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåäîñòèæèìûìè. Ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì îïðåäåëåííóþ èåðàðõèþ ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Óæå ñàì ïî ñåáå ýòîò ôàêò óêàçû-
âàåò íà áoëüøóþ àäåêâàòíîñòü íåàðõèìåäîâîé, à çíà÷èò, è ìíîãîìàñ-
øòàáíîé ïðÿìîé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé îäíîìàñøòàáíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, íàëè÷èå èåðàðõèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óíèâåð-
ñàëüíûì ñâîéñòâîì ðåàëüíîãî ìèðà. Èåðàðõèþ ìû íàáëþäàåì âî
Âñåëåííîé, ïðèðîäå, ñîîáùåñòâàõ æèâîòíûõ, ÷åëîâå÷åñêîì îáùåñò-
âå, ñòðîåíèè ðàñòåíèé, æèâûõ ñóùåñòâ, ìàòåðèè è ò.ä. Èåðàðõè÷-
íîñòü íåîáõîäèìà äëÿ ñàìîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Âåçäå
öàðèò ïðèíöèï èåðàðõèè è ïîä÷èíåíèÿ.

Ðàáîòû ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà îáùàÿ çàêî-
íîìåðíîñòü ïðîñòèðàåòñÿ è íà ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäûõ
òåë, ãîðíûõ ïîðîä è ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ [38–48]. Èåðàðõèÿ ñòðîå-
íèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó
íèõ öåëîãî ðÿäà ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Îñíîâíîå ñðåäñòâî èõ òåîðå-
òè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ — ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Àäåêâàòíûå ìîäåëè è
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ëåæèò â èõ îñíîâå, äîëæíû îòðà-
æàòü îñíîâíîå ñâîéñòâî ðåàëüíûõ îáúåêòîâ — íàëè÷èå â íèõ ðàçëè÷-
íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Íåàðõèìåäîâû ÷èñëîâûå ñèñòåìû ýòî
ñâîéñòâî îòðàæàþò [49]. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî è ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè, ïîñòðîåííûå íà èõ îñíîâå, áóäóò áîëåå àäåêâàòíûìè ðåàëüíî-
ñòè, ÷åì ìîäåëè, ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî àïïàðàòà.

2.4. Òðàäèöèîííûå çàäà÷è ìåõàíèêè. Åñëè ìû èìååì ìèêðî-
ñêîï, îáëàäàþùèé áoëüøèì ðàçðåøåíèåì, ÷åì ïðåæíèé, òî âïîëíå
åñòåñòâåííî íàïðàâèòü åãî íà îáúåêòû, êîòîðûå áûëè èññëåäîâàíû
ðàíüøå, íî ñ ìåíüøèì ðàçðåøåíèåì. Âñåãäà åñòü øàíñ îáíàðóæèòü
÷òî-íèáóäü íîâîå. Åñòåñòâåííî ñäåëàòü ïîäîáíûé øàã è ïî îòíîøå-
íèþ ê òðàäèöèîííûì çàäà÷àì ìåõàíèêè è àíàëèçà.
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Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ çàäà÷ó. Ïóñòü íåêîòîðîå òåëî ñâîáîäíî
ïàäàåò âíèç áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïàäåíèÿ áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ. Çàêîí äâèæåíèÿ âäîëü ýòîé ïðÿ-
ìîé èìååò âèä

S t
g t

( ) � � 2

2
, (5)

ãäå S t( ) — ïóòü; t — âðåìÿ; g — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. ×åìó
ðàâíà ñêîðîñòü òåëà v â ìîìåíò âðåìåíè t? Âû÷èñëèì ñðåäíþþ
ñêîðîñòü òåëà îò t äî t t� D :

S t t S t

t

t
gt g

( ) ( )� � � �D

D

D

2
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðåäåëó ïðè Dt 	 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

v t g t gt
t

t
( ) � �


�
� 

�
� �

	
lim
D

D

0 2
. (6)

Òàê ðåøàåòñÿ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Íî
÷òî çíà÷èò ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè Dt 	 0? Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè Dt íåîáõîäèìî íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàòü, ò.å. Dt äîëæ-
íî ñòàòü ìåíüøå, ÷åì 10 1010 20� �, , ... ñ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì è ïóòü,

ïðîéäåííûé òåëîì, ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì 5 10 5 1020 40� �� �, , ... ì.
Íî âåäü äëÿ òàêèõ âðåìåí è ðàññòîÿíèé çàêîí äâèæåíèÿ (5) íèêòî íå
ïðîâåðÿë! Âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî çäåñü çàêîí (5) íå äåéñòâóåò.
Áîëåå òîãî, âîçìîæíî, ÷òî è ñàìè ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ è âðåìåíè è
äàæå ñâîéñòâî èõ ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ
äîëæíû áûòü ïåðåñìîòðåíû.

Òåõíèêà êèíåìàòîãðàôà ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùóþ âîçìîæíîñòü,
î êîòîðîé áîëåå 100 ëåò íàçàä ïèñàë Êëèôôîðä [50, 51]. Òî, ÷òî ìû
ïðèíèìàåì çà íåïðåðûâíîå äâèæåíèå, íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü
áûñòðîé ñìåíîé ðàçëè÷íûõ íåïîäâèæíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàâíà íóëþ. À âîò òî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ñìåíå
êàäðîâ, äîëæíî áûòü îïèñàíî îòäåëüíî. Ìîæíî ââåñòè ñêîëüêî óãîä-
íî ãèïîòåç ïîäîáíîãî ðîäà. Âîïðîñ î òîì, êàêàÿ èç íèõ áëèæå ê ðå-
àëüíîñòè — íå âîïðîñ ìàòåìàòèêè. Íî ìàòåìàòèêà äîëæíà äàòü â ðóêè
àïïàðàò äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ãèïîòåç. Êëàññè÷åñêèé (àðõèìåäîâ)
àíàëèç (àíàëèç-1) äàåò ïåðåõîä îò çàêîíà (5) ê çàêîíó (6) è íàîáîðîò.
Íåàðõèìåäîâ àíàëèç (àíàëèç-2) äàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè. Äëÿ îï-
ðåäåëåííûõ ìàñøòàáîâ â àíàëèçå-2 ìîãóò áûòü ñîõðàíåíû çàêîíû
òèïà (5), (6). Ïðè ýòîì íà ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ âîçìîæíî îïèñàíèå,
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íàïðèìåð, «êèíåìàòîãðàôè÷åñêîé» ðåàëüíîñòè ñ áûñòðîé ñìåíîé
íåïîäâèæíûõ ñîñòîÿíèé.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà — ýòî íå ñòîëüêî âîïðîñ î ñòåïåíè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ, ñêîëüêî âîïðîñ î ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ ðåàëüíîñòè, êîòî-
ðûå ìîæíî îõâàòèòü ïðåäëàãàåìûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì. ×èñëî-
âûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå äàåò àíàëèç-1, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñ êîëè-
÷åñòâîì çíà÷àùèõ öèôð, ðàâíûì ëþáîìó íàïåðåä çàäàííîìó íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó. Â àíàëèçå-2 êîëè÷åñòâî çíà÷àùèõ öèôð ìîæåò áûòü
ðàâíî íå òîëüêî ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó èç ðÿäà (1), íî è ëþáîìó
àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîìó ÷èñëó èç ïðîäîëæåíèÿ ðÿäà (1). Ñàì
ïî ñåáå ýòîò ôàêò îñîáîãî çíà÷åíèÿ íå èìååò. Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà
äîñòàòî÷íî îò îäíîé äî äåñÿòè èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, äî äâàäöàòè
çíà÷àùèõ öèôð. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò äðóãîé ôàêò,
èìåííî òî, ÷òî ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íà ìèêðîóðîâíÿõ,
ìîãóò âëèÿòü èëè, áîëåå òîãî, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòü ïîâåäåíèå ñèñ-
òåìû íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå. À ýòî çíà÷èò, ÷òî âå-
ëè÷èíû, êîòîðûå èìåþò ïîðÿäîê áåñêîíå÷íî ìàëûõ, ìîãóò äàâàòü
ñóììàðíûå ýôôåêòû ïîðÿäêà 1, 10 è ò.ä.

3. Ïîäâîäÿ èòîã, îòìåòèì, ÷òî ïîòðåáíîñòü â ñîçäàíèè òåîðèè
àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçíèêëà î÷åíü äàâíî, åùå âî âðåìåíà
Åâêëèäà. Ïîçæå îíà â òîì èëè èíîì âèäå ïîÿâëÿëàñü â ñàìûõ ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è ôèçèêè. Ìíîãî ïîêîëå-
íèé ìàòåìàòèêîâ ðàçëè÷íûõ ýïîõ ðàáîòàëî íàä åå ðàçðåøåíèåì. Äîñ-
òàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ïåðèîä ñîçðåâàíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè àêòó-
àëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñâÿçàí ñ òàêèìè èìåíàìè, êàê Âåðîíåçå,
Ãèëüáåðò, Êàâàëüåðè, Ëåéáíèö, Ïóàññîí, Ôëîðåíñêèé, Ýéëåð è ìíî-
ãèìè äðóãèìè.

Îáçîð ðàáîò äàííîãî ïåðèîäà ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ è
î÷åíü íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ññûëêàìè íà
êðàòêèå èñòîðè÷åñêèå î÷åðêè è îðèãèíàëüíûå ðàáîòû [1–3, 52–60].
Êðîìå òîãî, ïðèâåäåì öèòàòó èç êíèãè Ï.À. Ôëîðåíñêîãî [57], êîòî-
ðàÿ â îïðåäåëåííîé ìåðå õàðàêòåðèçóåò âåñü óêàçàííûé ïåðèîä ñòà-
íîâëåíèÿ òåîðèè: «… íè îäíà èç ëèíèé íå èìååò âûñîòû, èëè, èíà÷å
ãîâîðÿ, âûñîòà âñÿêîé ëèíèè ðàâíà íóëþ; íî âûñîòû ëèíèé, åñëè
áðàòü èõ äî ïåðåõîäà ê ïðåäåëó, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðàçëè÷íîé èí-
òåíñèâíîñòüþ, ñ ðàçëè÷íîþ áûñòðîòîþ». Íèæå ñî ññûëêîé íà Áóññè-
íåñêà è Ëåéáíèöà èíòåíñèâíîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ Ôëîðåíñêèé
íàçûâàåò íàïðÿæåíèåì. È äàëåå îí ïèøåò: «Âîò òàêèì-òî íàïðÿæå-
íèåì è ïðåäñòàâëÿåì ìû ñåáå âûñîòó ïîâåðõíîñòè, òî÷åê è ëèíèé.
È ïðåäñòàâëåíèå ýòî íåîáõîäèìî, — íåñèñòåìàòè÷åñêè æå äàâíî ñó-
ùåñòâóåò â íàóêå: ðàçâå íå òàê èìåííî ìûñëÿòñÿ â ôèçèêå ýëåìåíòàð-
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íûå ìàãíèòû, äâîéíîé ìàãíèòíûé è ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé è ò.ä. Ïîë-
íîå îòðèöàíèå çà íèìè ïðîòÿæåíèÿ ïðîñòî óíè÷òîæèëî áû èõ ìàã-
íèòíîå èëè ýëåêòðè÷åñêîå äåéñòâèå, ïðèäàíèå æå èõ ïðîòÿæåíèþ
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ íàðóøèëî áû ýëåìåíòàðíûé õàðàêòåð ýòèõ îáðà-
çîâàíèé. (Ïîëàãàþ, ÷òî êàê ïðèìåíèòåëüíî ê ýòèì ôèçè÷åñêèì îá-
ðàçîâàíèÿì, òàê è â îòíîøåíèè ðàçúÿñíåííûõ îáðàçîâ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñëåäîâàëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî
ìàëûõ…)».

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîëó÷èëà
íàçâàíèå íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà (èíîãäà åå íàçûâàþò òàêæå íåàð-
õèìåäîâûì, èíôèíèòåçèìàëüíûì [61] èëè ðîáèíñîíîâûì íåñòàí-
äàðòíûì àíàëèçîì [62] â ÷åñòü îñíîâîïîëîæíèêà íåñòàíäàðòíîãî
àíàëèçà À. Ðîáèíñîíà). Ñîãëàñíî [49], «…îòêðûòèå íåñòàíäàðòíîãî
àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, èëè êîíòèíóóì,
ìîæåò íåñòè â ñåáå ìíîæåñòâî òî÷åê áîëåå áîãàòîå, ÷åì ìíîæåñòâî
îáû÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, äàåò íàì
ïîäõîäÿùèå ðàìêè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-
íèé ñî ìíîãèìè ìàñøòàáàìè».

Ìåòîäû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà (â èõ ñîâðåìåííîì âèäå) ÿâëÿ-
þòñÿ ñðàâíèòåëüíî íîâûìè è óæå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè íåñòàíäàðòíûõ ìåòî-
äîâ, åå ïðèëîæåíèÿì è äàëüíåéøèå áèáëèîãðàôè÷åñêèå ññûëêè
ìîæíî íàéòè â òðóäàõ Ðîáèíñîíà, Àëüáåâåðèî, Áåëÿêèíà, Áåðíñòåé-
íà, Âîïåíêè, Ãîçå, Ãîðäîíà, Äåâèñà, Äðàãàëèíà, Êàíîâåÿ, Êåéñëåðà,
Êóñðàåâà, Êóòàòåëàäçå, Ëàóãâèöà, Ëèíäñòðåìà, Ëîâÿãèíà, Ëóòöà,
Ëþêñåìáóðãà, Íåëüñîíà, Íåïåéâîäû, Ïàðìåíîâà-Çèíãåðà, Ïðàçäíè-
êîâîé, Ñòðîÿíà, Ôåíñòàäà, Õóýíã-Êðîíà, Óñïåíñêîãî, Øìèäåíà,
Ýíãåëåðà è äð. [49, 61–83].

Îäíî èç íàïðàâëåíèé â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Òåîðèÿ ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèé
íåàðõèìåäîâ àíàëèç èçëîæåíû â òðóäàõ Âëàäèìèðîâà, Âîëîâè÷à, Çå-
ëåíîâà, Êîáëèöà, Õðåííèêîâà è äð. [84–90]. Çäåñü òàêæå ñîäåðæèòñÿ
äàëüíåéøàÿ áèáëèîãðàôèÿ. Íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü, ÷òî â ðàáî-
òàõ Õðåííèêîâà è åãî ïîñëåäîâàòåëåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèëîæåíèÿ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è ò.ä. Â ýòîì íàïðàâëåíèè îòêðûâàþòñÿ òàêæå
âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ñîçíàíèÿ [91].

Âîïðîñû, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â ðàìêàõ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà,
òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìàìè êîíòèíóóìà, îáùèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î
«äîãìàòå íàòóðàëüíîãî ðÿäà», à òàêæå ñ àëüòåðíàòèâíîé òåîðèåé ìíî-
æåñòâ è ðÿäîì äðóãèõ ñìåæíûõ îáëàñòåé. Çäåñü îïóáëèêîâàíî çíà÷è-
òåëüíîå ÷èñëî ðàáîò. Èõ îáçîð âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé êíèãè.
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Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ññûëêàìè íà êíèãó Ïóàíêàðå [92], ñòàòüþ
Ðàøåâñêîãî [93], ìîíîãðàôèþ Âîïåíêè ñî âñòóïèòåëüíîé ñòàòüåé
Áåëÿêèíà [62], à òàêæå ññûëêàìè íà ðàáîòû [94–97].

4. Â íàñòîÿùåé êíèãå* ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëîâûå ñèñòåìû,
âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû. Äàëåå
íà îñíîâå îäíîé èç âîçìîæíûõ ñèñòåì ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ðàáî÷åãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àïïàðàòà, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé, à òàêæå äëÿ ïîñòàíîâêè è
ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà óòâåðæäåíèé îïóùåíû.
Áóäó ïðèçíàòåëåí çà îòçûâû è ïîæåëàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî íà-

ïðàâëÿòü ïî
E-mail: revuzhenko@yandex.ru, http://revuzhenko-af.narod.ru èëè

ïî òåë./ôàêñó 8-383-203-35-31.

* * *

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Â.Ì. Ôîìèíó,
äîêòîðàì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Í.Â. Áåëÿêèíó è Ñ.Ï. Îäèí-
öîâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, êàíäèäàòàì ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê Ñ.Â. Ëàâðèêîâó è Î.À. Ìèêåíèíîé çà ïðîâåäåíèå
ãåîìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ íåàðõèìåäîâà
àíàëèçà. Èñêðåííå ïðèçíàòåëåí Ë.Ï. Áîëüøàêîâîé çà áîëüøîé òðóä
ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñè.

Îñîáî õîòåëîñü áû ñêàçàòü î ðîëè àêàäåìèêà ÐÀÍ Åâãåíèÿ Èâà-
íîâè÷à Øåìÿêèíà**, êîòîðûé ïðîÿâëÿë ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê äàí-
íîé ðàáîòå è ïîääåðæèâàë åå íà âñåõ ýòàïàõ âûïîëíåíèÿ.
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** Ðàáîòà âûïîëíåíà â Èíñòèòóòå ãîðíîãî äåëà ÑÎ ÐÀÍ è â Ñèáèðñêîì íåçàâè-
ñèìîì èíñòèòóòå ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ïðîåêòû ¹ 99-01-00545-à; 05-05-65253-à; 08-05-00543, ¹ 10-05-91002-ÀÍÔà.

** Àêàäåìèê Øåìÿêèí Å.È.: Øòðèõè ê ïîðòðåòó http://revuzhenko-af.narod.ru



Ïåðâûå äâå ãëàâû ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ íåàðõèìåäîâîé ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé. ×òî ìû õîòèì îò íîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû? Âî-ïåðâûõ,
ìû õîòèì, ÷òîáû íîâàÿ ñèñòåìà áûëà ïðèãîäíà äëÿ èçìåðåíèÿ áîëåå
øèðîêîãî êëàññà óïîðÿäî÷åííûõ âåëè÷èí, ÷åì ñèñòåìà îáû÷íûõ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, íîâàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà äîëæíà äî-
ïóñêàòü èçìåðåíèå óãëîâ êàñàíèÿ [1–3]. Âî-âòîðûõ, îíà äîëæíà áûòü
äîñòàòî÷íî áîãàòîé, òàê, ÷òîáû íà åå îñíîâå ìîæíî áûëî ðàçâèòü ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ èçâåñòíîìó ïðèíöèïó, ìû
äîëæíû ïðèíÿòü, ÷òî èç âñåõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì, ïðåäïî÷òåíèå äîëæíî áûòü îòäàíî
òàêîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ â êàêîì-òî ñìûñëå áóäåò íàèáîëåå áëèçêîé
ê ñèñòåìå îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Íà÷íåì ñ òðåòüåãî óñëîâèÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó óñëîâèþ, íîâàÿ ÷è-
ñëîâàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü êàê ìîæíî áëèæå ê ñèñòåìå îáû÷íûõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó íàïîìíèì êîíöåïöèþ îáû÷íîé âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé.

§ 1. Íàòóðàëüíûå, öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
×èñëî 0

Ïðèìåì, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà

1 2 3 4, , , ,..., ,...n

è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íèìè çàäàíû èçíà÷àëüíî. Îïåðàöèÿ
âû÷èòàíèÿ ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì. Ñîâìåñòíî ñ íàòó-
ðàëüíûìè îíè îáðàçóþò öåëûå ÷èñëà. Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ïðèâîäèò ê
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èçíà÷àëüíî çàäàííûå íàòóðàëüíûå, öåëûå è ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòíûìè ÷èñëàìè.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äàííûé ôàêò (ôàêò èçíà÷àëüíîé çàäàí-
íîñòè) áóäåì ïîä÷åðêèâàòü èíäåêñîì «àáñ». Íàïðèìåð, 0àáñ (àáñî-
ëþòíûé íóëü) îçíà÷àåò ðàçíîñòü îäèíàêîâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
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Âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ðàñùåïëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
íà ýëåìåíòàðíûå ñîñòàâëÿþùèå



( )3 àáñ îçíà÷àåò èçíà÷àëüíî çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òðè,
1

2



�
� 

�
�

àáñ

—

îòíîøåíèå èçíà÷àëüíî çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1àáñ è 2àáñ è ò.ä.
Åñëè ïî ñìûñëó áóäåò ÿñíî, ÷òî ðå÷ü èäåò îá àáñîëþòíûõ ÷èñëàõ, òî
èíäåêñ áóäåì îïóñêàòü.

§ 2. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
1. Êîíå÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Â ðóêîâîäñòâàõ ïî àíàëèçó ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: ïî Êàíòîðó, Äåäåêèíäó, àêñèîìàòè÷åñêîå îï-
ðåäåëåíèå è äð. Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíåå íà÷àòü ñ êîíöåïöèè Êàí-
òîðà [98–101]. Èçëîæèì äàííóþ êîíöåïöèþ òàê, ÷òîáû áûë âèäåí
ïóòü äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

Íàòóðàëüíûé ðÿä è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r çàäàíû èçíà÷àëüíî.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

r r rn1 2, ,... ,... .

Î òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áóäåì ãîâîðèòü êàê î ñ÷åòíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èëè êàê î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ (ïîðÿäêîâîãî)
òèïà 1. Îáîçíà÷àòü èõ áóäåì { }, ( )r r r nn n èëè . Îïðåäåëåííûå ñîâîêóï-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçû-
âàþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Îïèøåì ýòè ñîâîêóïíîñòè.

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî 0âåù. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn òàêîâà,

÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî e � 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N òàêîå,
÷òî ïðè n � N áóäóò èìåòü ìåñòî óñëîâèÿ | |rn � e. Îáúåäèíèì ïîäîá-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îäèí êëàññ, êîòîðûé íàçîâåì âåùåñòâåí-
íûì ÷èñëîì íóëü è îáîçíà÷èì

0âåù �
	 �
lim
n

nr . (1)

Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ rn áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè âõîäÿò â ñî-
ñòàâ ÷èñëà 0âåù .

Áåñêîíå÷íîñòü â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èç êëàññà (1) âûáå-
ðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ rn � 0. Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç ÷èñåë, îáðàòíûõ ê rn, è îáúåäèíèì èõ â îäèí êëàññ. Äàííûé
êëàññ áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íîñòüþ â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë è îáîçíà÷àòü

� �
	�

âåù lim /
n

nr1 .
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Èç ýòîãî êëàññà âûäåëèì ïîäêëàññ rn � 0, äëÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå

�� �âåù lim1/ rn.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ��âåù .
Êîíå÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà e � 0 íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî Nòàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n m, � Náóäåò èìåòü ìåñòî íå-
ðàâåíñòâî

| |a an m� � e.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Îáðà-
çóåì êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûé âêëþ÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü rn è ëþáóþ äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �rn ïðè óñëîâèè, ÷òî
( )r rn n� � âõîäèò â ñîñòàâ ÷èñëà 0âåù . Äàííûé êëàññ áóäåì íàçûâàòü
(êîíå÷íûì) âåùåñòâåííûì ÷èñëîì è îáîçíà÷àòü

a �
	�

lim
n

nr . (2)

Áåñêîíå÷íîñòü òàêæå óäîáíî ñ÷èòàòü îäíèì èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
(íî óæå íå êîíå÷íûõ).

Çíà÷åíèå rn áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåíèåì a, à a — ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn. Îïåðàöèè ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè ââîäÿò-
ñÿ ÷åðåç îïåðàöèè ñ èõ ïðèáëèæåíèÿìè. Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëå-
íèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

P Pàáñ àáñ� � �
	� 	�
lim lim( )
n

n
n

nr r .

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ è äðóãèå îïåðàöèè.
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè â îáîçíà÷åíèÿõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áó-

äåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ «âåù». Íàïðèìåð, ÷èñëà 0àáñ è 0âåù — ýòî
ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå îáúåêòû: 0àáñ — ýòî Àáñîëþòíûé íóëü, êîòî-
ðûé ñóùåñòâóåò èçíà÷àëüíî, à ÷èñëî 0âåù — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ
ìåæäó ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (1).

Òî÷íî òàê æå è ÷èñëî

1 1âåù àáñ�
	�
lim
n

ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà 1àáñ . ×èñëî 1àáñ çàäàíî èçíà÷àëü-
íî, à ÷èñëî 1âåù — ýòî ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Î÷åâèäíî, ÷òî

1 0 1àáñ âåù âåù� � . (3)

Îòñþäà, îäíàêî, íå ñëåäóåò, ÷òî

1 0 1âåù âåù àáñ� � .
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Íà ñàìîì äåëå èç (3) ñëåäóåò òîëüêî ðàâåíñòâî

1 0 1âåù âåù âåù� � . (4)

Îáðàçíî ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðàçîì. Åñëè
àáñîëþòíîå, èçíà÷àëüíî çàäàííîå ÷èñëî ïîïàäàåò â ìèð âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë è íà÷èíàåò ñ íèì âçàèìîäåéñòâîâàòü, òî îíî êàê áû îêðà-
øèâàåòñÿ îò ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è íà÷èíàåò âûãëÿäåòü óæå êàê
îáû÷íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (ðåçóëüòàò (3)). Ïðè÷åì íèêàêèìè «îá-
ðàòíûìè» îïåðàöèÿìè òèïà (4) «ñíÿòü» ýòó îêðàñêó — îêðàñêó âåùå-
ñòâåííîñòè — óæå íåâîçìîæíî.

2. Ïðèíöèï ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Ïåðâàÿ àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ

Âûøå ìû ïðèíÿëè êîíöåïöèþ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ïî Êàíòî-
ðó. Õîðîøî èçâåñòíû è äðóãèå êîíöåïöèè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Âñå
îíè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Åñëè ãîâîðèòü ôîðìàëüíî, òî íè÷åãî
íîâîãî îíè íå äàþò. Ìåíÿåòñÿ òîëüêî ðîëü îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé.
Òî, ÷òî â ðàìêàõ îäíîé êîíöåïöèè áûëî àêñèîìîé èëè îïðåäåëåíè-
åì, â ðàìêàõ äðóãîé êîíöåïöèè ñòàíîâèòñÿ òåîðåìîé. Îäíàêî äëÿ íå-
ôîðìàëüíîãî ïîíèìàíèÿ íîâûå îïðåäåëåíèÿ ìîãóò äàòü ìíîãîå.

Âîçüìåì òåïåðü â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïîñûëêè ïðèíöèï ñòÿãè-
âàþùèõñÿ îòðåçêîâ [102, 103]. Åñëè r � g, òî îòðåçêîì [r,g] íàçûâà-
åòñÿ ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë õ, äëÿ êîòîðûõ r � �x g, ãäå r, g è x — àáñî-
ëþòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü çàäàíû äâå ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òàêèå, ÷òî

a a a b b bn n1 2 2 1� � � � � � � �. . . . . . . . . .

Åñëè äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî e ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N, ÷òî äëÿ n � N

b an n� � e,

òî ãîâîðÿò, ÷òî [ , ]a bn n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç
ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíåå äàòü íåñêîëüêî
èíóþ ôîðìóëèðîâêó äàííîãî ïðèíöèïà. Èìåííî, óäîáíåå âåùåñò-
âåííîå ÷èñëî ââåñòè êàê èäåàëüíûé îáúåêò, à óòâåðæäåíèå î åãî
åäèíñòâåííîñòè ïîñòóëèðîâàòü â ôîðìå îòäåëüíîé àêñèîìû. Èòàê,
çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé èäåàëüíûé îáúåêò a. Ïî îïðåäåëåíèþ
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äàííûé îáúåêò îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n

a bn n� �a . (5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáúåêò aìîæíî áûëî íàçâàòü ÷èñëîì, íåîáõîäè-
ìî ââåñòè äëÿ íåãî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, à òàêæå óêàçàòü ïðà-
âèëà ñðàâíåíèÿ a ñ îáúåêòàìè òîãî æå òèïà, ÷òî è a, à òàêæå ñ ðà-
öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü b — äðóãîé îáúåêò, êîòîðûé ìû ñîîòíîñèì ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ [ , ]c dn n , ò.å.

c dn n� �b .

Òîãäà ïîä ðàçíîñòüþ a b� áóäåì ïîíèìàòü îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî

a d b cn n n n� � � � �a b .

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ è äðóãèå îïåðàöèè.
Äàëåå, ÷èñëî a áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì è çàïèñûâàòü

a � 0, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà an

ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà a b� , åñëè a b� � 0.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé åùå íåäîñòàòî÷íî

äëÿ îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè ÷èñëà a. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçëî-
æåííûå îïðåäåëåíèÿ íåïîëíû, òàê êàê íè÷åãî íå ñêàçàíî î åäèíñò-
âåííîñòè îáúåêòà (5). Ñìûñë ïðîáëåìû ïîÿñíèì íà ñëåäóþùåì ïðè-
ìåðå. Ïóñòü

0 0
1 1

2
� � � �a b

n n
, ,

òîãäà

� � � �1 1
2

n n
a b .

Ìîæíî ëè îòñþäà çàêëþ÷èòü, ÷òî a b� ? Ðàñïîëàãàÿ òîëüêî ïðè-
íÿòûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè, äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò íåâîçìîæíî.
Íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå. Äëÿ
íàøèõ öåëåé åãî óäîáíî ââåñòè â ôîðìå àêñèîìàòè÷åñêîãî óòâåðæäå-
íèÿ î ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè òåîðèè. Ïðèìåì ñëåäóþùóþ àê-
ñèîìó.

Ïåðâàÿ àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ. Åñëè îòíîñèòåëüíî äâóõ îáúåêòîâ a
è b, îïðåäåëÿåìûõ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñòÿãèâàþùèõñÿ îò-
ðåçêîâ, èçâåñòíî, ÷òî

| | /a b� � 1 n

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî a b� .
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Íåôîðìàëüíûé ñìûñë àêñèîìû î÷åâèäåí. Óñëîâèÿ (5) ëîêàëèçó-
þò îáúåêò a íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäàåò,
÷òî îáúåêò ýòèìè óñëîâèÿìè ëîêàëèçóåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òî÷íåå áûëî
áû ñêàçàòü íàîáîðîò: òî, ÷òî ìû íàáëþäàåì ïðè ñòåïåíè ëîêàëèçà-
öèè (5), ìû è íàçûâàåì «åäèíñòâåííûì îáúåêòîì a».

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñ-
ëîâèÿì (5) è Ïåðâîé àêñèîìå ðàçðåøåíèÿ, áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.2, âåùåñòâåííîå ÷èñëî ëîêàëèçóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ äâóõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëîêàëèçàöèè äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîé èç óêà-
çàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîýòîìó ôàêò ëîêàëèçàöèè ìîæíî âû-
ðàçèòü ñèìâîëè÷åñêè â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

a b� �
	� 	�
lim , lim
n

n
n

na b . (6)

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå â (6) òîãî æå ñàìîãî ñèìâîëà
«lim», ÷òî è â ðàâåíñòâå (2), ÿâëÿåòñÿ ïðàâîìåðíûì.

§ 3. Ðàñùåïëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
íà ýëåìåíòàðíûå ñîñòàâëÿþùèå — ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà
1. Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

Â «Íà÷àëàõ» Åâêëèäà òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî, ÷òî «íå èìååò
÷àñòåé» [1]. Òî÷êà — åäèíûé, íåäåëèìûé îáúåêò. Òî÷êà íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé ñóòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó è âåùåñòâåííîå ÷èñëî
åñòü åäèíûé, íåäåëèìûé îáúåêò, òî, «÷òî íå èìååò ÷àñòåé». Åñëè âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî ñðàâíèòü ñ àòîìîì, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âî âñåõ
îïåðàöèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûé àòîì âûñòóïàåò äåéñò-
âèòåëüíî êàê íåäåëèìûé îáúåêò. Òî åñòü ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò
ñìûñëó íàçâàíèÿ «àòîì» (íåäåëèìûé).

Îäíàêî çàäà÷è, óêàçàííûå âî ââåäåíèè, ïðèâîäÿò ê ìûñëè, ÷òî
äëÿ ñîçäàíèÿ àïïàðàòà ñ áoëüøèì ðàçðåøåíèåì, ÷åì êëàññè÷åñêèé,
âåùåñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ãðóáûìè îáúåêòàìè. Èõ íå-
îáõîäèìî ðàñùåïèòü íà áîëåå «òîíêèå» ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè, êîòî-
ðûå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ. Åñëè
âåðíóòüñÿ ê ñðàâíåíèþ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà è àòîìà, òî ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ðàñùåïëåíèè àòîìà.

Â ôèçèêå ñîñòàâëÿþùèå àòîìà íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè
÷àñòèöàìè. «Ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû â òî÷íîì çíà÷åíèè ýòîãî òåð-
ìèíà — ýòî ïåðâè÷íûå, äàëåå íåðàçëîæèìûå ÷àñòèöû, èç êîòîðûõ,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñîñòîèò âñÿ ìàòåðèÿ. Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå
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òåðìèí “ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû” îáû÷íî óïîòðåáëÿåòñÿ íå â ñâîåì
òî÷íîì çíà÷åíèè, à ìåíåå ñòðîãî…» [104]. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì
ïðåäñòàâëåíèÿì, áîëüøèíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ñî-
ñòàâíûìè.

Ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîé
ðåàëüíîñòè (â òî÷íîì çíà÷åíèè ñëîâà «ýëåìåíòàðíûé») — ýòî àáñî-
ëþòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ìû õîòåëè áû ðàñùåïèòü âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî íà òàêèå «ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû», êîòîðûå, âîçìîæíî,
è áûëè áû ñîñòàâíûìè, íî êîòîðûå â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ ðàñ-
ùåïëÿòü áû óæå íå ïðèøëîñü.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íà ïðèìåðå íåïåðîâà ÷èñ-
ëà e. Â ñîñòàâ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà e âõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

rn

n

n
� �

�
� 

�
�1

1
, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �rn, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò

rn ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ. Îáúåäèíèì èõ â îäèí êëàññ,
êîòîðûé îáîçíà÷èì êàê

L L Lim im im
n

n
n

n

n
nr r

n
� �


�
� 

�
� � �1

1
. (1)

Äàëåå â ñîñòàâ e âõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Pn

n

n
� �

�
� 

�
�

�

�

1
1

1

1

,

à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �Pn, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò Pn êîíå÷íûì
÷èñëîì ÷ëåíîâ. Òàêæå îáúåäèíèì èõ â îäèí êëàññ, êîòîðûé îáîçíà-
÷èì

Lim
n

n

n
1

1

1

1

�

�
� 

�
�

�

�

. (2)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïèì ñ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç
ñîñòàâà íåïåðîâà ÷èñëà. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñî-
ñòàâà ÷èñëà e ïîïàäåò â îäèí è òîëüêî â îäèí èç êëàññîâ âèäà (1), (2).
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñàìî íåïåðîâî ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ òèïà (1), (2). Äàííûå îáúåêòû è ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé òå «ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû», íà êîòîðûå íåîáõîäèìî
ðàñùåïèòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Áóäåì íàçûâàòü èõ ýëåìåíòàðíûìè
÷èñëàìè.

Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìàòðèâàåìóþ ÷è-
ñëîâóþ ñèñòåìó ìîæíî îïèñàòü êàê ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå
ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîé äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ïî ôèëüòðó Ôðåøå [49]. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-
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öèîíàëüíûõ ÷èñåë { }an è { }bn . Áóäåì ñ÷èòàòü èõ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n � N

| |a bn n� � 0. (3)

Îïðåäåëåíèå 3.1. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (3) áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè
÷èñëàìè.

Åñëè íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }an ïðèíàäëåæèò êëàññó ýê-
âèâàëåíòíîñòè À, òî ýòîò ôàêò áóäåì êîíñòàòèðîâàòü ñ ïîìîùüþ çà-
ïèñè:

A a a a a
n

n
n

n� �L Lim im( , ,... ,...)1 2 . (4)

Èíäåêñ «n» ïîä çíàêîì Lim ñîîòâåòñòâóåò òåêóùåìó íîìåðó ÷ëå-
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè â îáîçíà÷åíèè an ôèãóðèðóåò òîëüêî
îäèí èíäåêñ, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñîêðàùåííóþ çàïèñü

A a a a an n� �Lim Lim( , ,... ,...)1 2 .

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà an ïî îòíîøåíèþ ê À áóäåì íàçûâàòü ïðè-
áëèæåíèÿìè À. Ñàì îáúåêò À ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ }an áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì (â ñìûñëå Lim) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðèíàäëåæíîñòü ê îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ
÷èñåë áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì «ýë». Íàïðèìåð, 1 1ýë àáñLim� — ýòî
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðûé âõîäèò ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü { }1àáñ .

Âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè
A B bn, � Lim ââåäåì ÷åðåç èõ ïðèáëèæåíèÿ:

À B a b A B a b bn n n n
n

n
n

A

B

a

b
� � � � � � � �Lim( ) Lim Lim; ; , 0.

Ìîäóëü è öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà À îïðåäåëèì êàê

| | ; [ ]A a A an n� �Lim| | Lim[ ].

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A B� , åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî N a bn n� äëÿ ëþáîãî n � N. Åñëè A £ B è A B� , òî áóäåì ïèñàòü

A B� .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îòíî-

øåíèå � ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè îò âûáîðà êîíêðåòíûõ
ïðåäñòàâèòåëåé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íå çà-
âèñÿò.

Îáëàñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé.
Â íåé åñòü êàê ñðàâíèìûå ÷èñëà, íàïðèìåð Lim Lim1 2� , òàê è ÷èñëà,
íå ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð Lim0 è j n� � �Lim( )1 1.
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Âåçäå áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàöèè èñõîäíûõ îïðå-
äåëåíèé, åñëè ñìûñë èõ áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà. Òàê, çàïèñü B A�
áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîñèëüíîé çàïèñè A B A A A� � �, 2 è ò.ä.

Çàìå÷àíèå. Íåïîñðåäñòâåííî ïðè ðàñùåïëåíèè êîíå÷íûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìû ïîëó÷àåì ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà Lim

n
nr , â êîòîðûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíûìè.
Â ðåçóëüòàòå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ìû ïðèõîäèì ê ÷èñëàì, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé êîòîðûõ ìîæåò áûòü íå ôóíäàìåí-

òàëüíîé: íàïðèìåð, ïðè äåëåíèè Lim
( )�1 n

n
íà Lim

1

n
. Èìåííî ïîýòîìó

â îïðåäåëåíèå 3.1 óñëîâèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè íå âêëþ÷åíî.

2. Ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

10. Â îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ. Äàííûå îïåðàöèè à) êîììóòàòèâíû; á) àññîöèà-
òèâíû; â) äèñòðèáóòèâíû.

20. Â îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë åñòü ñâîè íóëü è åäèíèöà. Îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè:

0 0 1 1ýë àáñ ýë àáñLim Lim� �; .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â îáëàñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë âêëþ÷àþòñÿ
íàòóðàëüíûå, öåëûå è ëþáûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

30. Îïðåäåëåíû îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ. Îïåðàöèÿ äåëå-
íèÿ îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ ïàð ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë.

40. Ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë îòñóòñòâóåò ìíèìàÿ è äóàëüíàÿ
åäèíèöû, ò.å. îòñóòñòâóþò ÷èñëà i è J òàêèå, ÷òî i2 1� � è J 2 0� ïðè
J � 0.

50. Îáëàñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîé.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 3.3. ×èñëà À è Â íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè

À Â� �0 0, è ÀÂ � 0.
60. Ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë åñòü äåëèòåëè íóëÿ.
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî Lim ýëan � 0 áûëî äåëèòåëåì

íóëÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî
íîìåðà N âñåãäà íàøåëñÿ õîòÿ áû îäèí íîìåð m � N òàêîé, ÷òî am � 0.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ÀÂ = 0. Çíà÷èò,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, a bn n � 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
íàøåëñÿ òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ m � N am � 0. Íî òîãäà bm � 0
è, ñëåäîâàòåëüíî, B � 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî N ñóùåñòâóåò m( )N òàêîå, ÷òî
am � 0. Ïîëîæèì bm � 0. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé èíäåêñà ïîëîæèì
bn � 0. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî B bn� Lim îòëè÷íî îò 0, íî ïðîèçâåäå-
íèå ÀÂ = 0. �

Ïðîùå ãîâîðÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî áûëî äåëè-
òåëåì íóëÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî 0àáñ â åãî ïðèáëè-
æåíèÿõ âñòðå÷àëîñü ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

70. Â îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë íåâîçìîæíî äåëåíèå íà ÷èñëî
0ýë è ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

80. Â îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë åñòü ñêîëüêî óãîäíî äâîéíûõ
åäèíèö. Èíûìè ñëîâàìè, óðàâíåíèå

À 2 1� ýë

èìååò ñêîëüêî óãîäíî ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò ±1.
Îïðåäåëåíèå 3.4. ×èñëî À íàçîâåì ïîëîæèòåëüíûì (àêòóàëüíî)

áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì, åñëè À � N äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N.

90. Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà, áîëüøèå ëþáîãî íàïåðåä
çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Íàïðèìåð, ÷èñëî Limn4.

Îïðåäåëåíèå 3.5. ×èñëî À áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì áåñêî-
íå÷íî ìàëûì (èëè àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëîì), åñëè
0 1� �A /M, ãäå M — ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Èìååò ìåñòî ñâîéñòâî
100. Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè ÷èñëàìè.
Íàïðèìåð, ÷èñëî Lim1 2/ ( )n n� .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì è îòðèöàòåëüíûå áåñêîíå÷íî
áîëüøèå (ìàëûå) ÷èñëà. Êðîìå òîãî, ïðèìåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 3.6. ×èñëî À íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì (ìà-
ëûì), åñëè | |A — ïîëîæèòåëüíîå áåñêîíå÷íî áîëüøîå (ìàëîå) ÷èñëî.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî íå ÿâëÿåò-
ñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî ÷èñëî, îáðàòíîå åìó, áóäåò áåñêîíå÷íî áîëü-
øèì è íàîáîðîò: ÷èñëà, îáðàòíûå áåñêîíå÷íî áîëüøèì, ÿâëÿþòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Êðîìå òîãî, áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà — ýòî
ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñùåïëåíèÿ âåùåñò-
âåííîãî ÷èñëà 0âåù . Òî÷íî òàê æå áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà ïîëó-
÷åíû èç ðàñùåïëåíèÿ îáúåêòà �âåù .

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë Ïåðâàÿ àêñèîìà
ðàçðåøåíèÿ íå äåéñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòó ÷èñëîâóþ îáëàñòü íå-
îáõîäèìî îòíåñòè ê íåàðõèìåäîâîé.
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3. Ýòàëîííûå áåñêîíå÷íî áîëüøîå
è áåñêîíå÷íî ìàëîå ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà

Êàæäîå áåñêîíå÷íî áîëüøîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî ñâÿçàíî ñî
ñâîåé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë (ðåçóëüòàò ðàñùåïëåíèÿ îáúåêòà �âåù ). Åñòü ëè ñðåäè
íèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå èñ-
êëþ÷èòåëüíîé, ò.å. òàêàÿ, êîòîðàÿ áåññïîðíî âûäåëÿåòñÿ èç âñåâîç-
ìîæíûõ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé? Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî äàòü ñîâåðøåííî îäíîçíà÷íûé
ïîëîæèòåëüíûé îòâåò: äà, åñòü. Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, âçÿòûõ â ñâîåì åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå:

1 2 3, , ,... ,...n . (5)

Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà çàäàíû èçíà÷àëü-
íî è â ýòîì ñìûñëå îíè èìåþò äëÿ íàñ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå. Ïðè÷åì
÷èñëà çàäàíû â ñâîåì åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå (5). Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèíÿòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) òàêæå èìååò àáñîëþòíîå çíà÷å-
íèå. Äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî,
êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç w:

w � Lim
n

n.

Íèæå îáîçíà÷åíèå w áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â óêàçàííîì
ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî w ìîæíî ïðèíÿòü çà ýòàëîí áåñêîíå÷-
íî áîëüøèõ ÷èñåë. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàåò îòâåò íà ñëåäóþùèé
âîïðîñ: êóäà æå, ñîáñòâåííî, ñòðåìèòñÿ ïåðåìåííàÿ n â ñâîåì ïðå-
äåëå Limn? Òåïåðü ÿñíî: ïåðåìåííàÿ n ñòðåìèòñÿ ê îáúåêòó w. Ýòî
äàåò îñíîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû óòî÷íèòü îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà (4)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A a
n

n�
	

Lim
w

.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ôîðìà óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ,
íàïðèìåð

Lim
n

n n
	

� � � � �
w

w w( )2 21 1.

Íàëè÷èå ýòàëîíà äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåò è ýòàëîí áåñêîíå÷íî ìàëûõ ÷èñåë, ò.å. ýòàëîí, ðàâíûé îá-
ðàòíîé âåëè÷èíå w:

E Lim� �1 1

w n
.
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4. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè
è îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà

Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ê îáû÷íûì ôóíêöèÿì êëàññè÷å-
ñêîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî ïðîñò. ×èñëî A an� Lim îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîèõ ïðèáëèæåíèé. Êàê îáû÷íî,
äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ äèñ-
êðåòíîãî àðãóìåíòà a f x x nn � �( ), , ,... ,...1 2 .

Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ÷èñëó À îò-
âå÷àåò ñâîÿ ôóíêöèÿ y f x� ( ).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû. Âî-ïåðâûõ, êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì
ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè-êîíñòàíòû:

y f x y y n� � � �( ) ; ,... ,...1 2 .

Äàëåå, ÷èñëàì E, , , ,w w w ww� 1 2� � � ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè

y f x ó x y x y x y x
õ

õ� � � � � � �( ) ; ; ; ... ,... ,...
1

1 2 .

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïðîäîëæèòü äàííûå ôóíêöèè íà âñå âå-
ùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ õ. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷èñåë (íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ çíàêà) ïîëüçîâàòüñÿ âñåì
àðñåíàëîì ñðåäñòâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.

5. Ïðîäîëæåíèå íàòóðàëüíîãî ðÿäà
â îáëàñòü àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè îáëàñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë. Â äàííóþ îá-
ëàñòü âõîäÿò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷èñëî w, à òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ
êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë. Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âî-
ïðîñû: ìîæíî ëè óêàçàòü åñòåñòâåííûå ïðàâèëà, êîòîðûå ïîçâîëèëè
áû ïðîäîëæèòü íàòóðàëüíûé ðÿä â îáëàñòü àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî
áîëüøèõ ÷èñåë? ×åì ñëåäóåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òà-
êîãî ïðîäîëæåíèÿ?

Ïðåæäå âñåãî ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê îïûòó ïîñòðîåíèÿ îáû÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åãî èñõîäíîé ïîñûëêîé áûë ïåðåñ÷åò îò-
äåëüíûõ ïðåäìåòîâ. Ìîæåò ëè ýòà ïîñûëêà áûòü ãëàâíîé ïðè ðåøå-
íèè íàøåé çàäà÷è? Åå ÿâíî íåäîñòàòî÷íî. Äàæå äëÿ êîíå÷íûõ ñîâî-
êóïíîñòåé ïðîöåññ ïåðåñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ íå òàêèì ÿñíûì, êàê ýòî
îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ [62, 93]. Òåì áîëåå òðóäíî ãîâîðèòü î ïðîäîë-
æåíèè òàêîãî ïðîöåññà â îáëàñòü àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íîñòåé.
Ïî-âèäèìîìó, ìàêñèìóì, ÷òî ìîæåò äàòü èäåÿ ïåðåñ÷åòà äëÿ îáëàñòè

28

Ã ë à â à 1



áåñêîíå÷íîãî, òàê ýòî ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè ïðîäîëæåííîìó íà-
òóðàëüíîìó ðÿäó ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî n, òî ýòîìó
ðÿäó äîëæíû ïðèíàäëåæàòü òàêæå ÷èñëà n n n� � �1 2 3, , ,... .

Äàëüøå âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà ÷èñåë n. Äëÿ åå ðåøå-
íèÿ íåîáõîäèìà íîâàÿ èäåÿ. Åñòü îäíî ïðàâèëî, êîòîðîå âñåãäà
ïðèâîäèò ê íóæíûì èäåÿì. Îíî ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ÿñíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ïîòðåáíîñòè, ðàäè êîòîðûõ ýòè òðóäíîñòè äîëæíû
ïðåîäîëåâàòüñÿ. Â íàøåé ñèòóàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî
îòâåòèòü íà âîïðîñ: à ÷òî, ñîáñòâåííî, ìû õîòèì îò íîâîãî íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà?

Ïðè îòâåòå íà íåãî áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåé ïîñûëêè. Èç-
âåñòíî, ÷òî, âçÿâ çà îñíîâó îáû÷íûé íàòóðàëüíûé ðÿä è äâèãàÿñü
ïî îïðåäåëåííîìó ïóòè, ìîæíî ïðèéòè ê âåùåñòâåííûì ÷èñëàì
è çàòåì ê êëàññè÷åñêîìó àíàëèçó. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ïðîéòè
òàêîé æå ïóòü è äëÿ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà, âçÿâ çà îñíîâó íàòóðàëü-
íûé ðÿä, ïðîäîëæåííûé â îáëàñòü àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ
÷èñåë. Ïîýòîìó ïðèìåì óñëîâèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ïðîäîëæåí-
íûé íàòóðàëüíûé ðÿä ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé íåàðõèìåäîâà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. (Äëÿ óäîáñòâà ïðîäîëæåííûé íàòóðàëüíûé
ðÿä áóäåì íàçûâàòü òàêæå «íàòóðàëüíûì» ðÿäîì, à åãî ÷ëåíû —
«íàòóðàëüíûìè» ÷èñëàìè). Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî äàëåêî
äîëæåí ïðîñòèðàòüñÿ «íàòóðàëüíûé» ðÿä â îáëàñòè áåñêîíå÷íûõ
÷èñåë? Äëÿ êëàññèôèêàöèè ðÿäîâ ïî ýòîìó ïðèçíàêó ââåäåì äâà
îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 3.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî «íàòóðàëüíûé» ðÿä ýëåìåí-

òàðíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åí ÷èñëîì L*, åñëè ëþáîå ÷èñëî n èç äàííîãî ðÿäà

ìåíüøå, ÷åì L L* *:n � .
Îïðåäåëåíèå 3.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî «íàòóðàëüíûé» ðÿä íåîãðà-

íè÷åí, åñëè â ýòîì ðÿäå âñåãäà íàéäåì ÷èñëî n, êîòîðîå ïðåâîñõîäèò ëþ-
áîå íàïåðåä çàäàííîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî A.

Êðîìå òîãî, ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 3.9. Åñëè m m� Lim n, n n� Lim n è ïðèáëèæåíèÿ nn

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè íàòóðàëüíûìè, òî ïðèìåì, ÷òî m mn n� Lim n
n .

Âíà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ ìèíèìàëüíûì àðñåíàëîì ñðåäñòâ äëÿ ïðî-
äîëæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïðèìåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

10. Ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó ïðèíàäëåæàò íàòóðàëüíûå
÷èñëà 1, 2, 3,… è ýòàëîííîå áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî w � Limn.

20. Óñëîâèå çàìêíóòîñòè. Åñëè ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó
ðÿäó ïðèíàäëåæàò ÷èñëà m n, , òî åìó ïðèíàäëåæàò è ÷èñëà m n� , m n� ,
mn .
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30. Óñëîâèå ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Ëþáûå äâà ÷èñëà m è n,
ïðèíàäëåæàùèå ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó, äîëæíû íàõî-
äèòüñÿ â îäíîì è òîëüêî â îäíîì èç îòíîøåíèé:

m n m n n m� � �, , .

Óñëîâèå çàìêíóòîñòè 20 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëå-
äóþùåãî óñëîâèÿ.

20à. Óñëîâèå ïëîòíîñòè. Åñëè ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó
ðÿäó ïðèíàäëåæàò òðè ÷èñëà m, n è Ã, òî åìó äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
åùå äâà ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî

0
1� ��

�
� �

�
��a

b

m

n G
. (6)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðÿäó ïðèíàäëåæàò òðè ÷èñëà m n, è Ã. Òîãäà
äàííîìó ðÿäó ïðèíàäëåæàò è ÷èñëà

a m b n� � �2 1 2Ã Ã, .

Óêàçàííûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (6).
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà è âî-

ïðîñ î ëèíåéíîì ïîðÿäêå ìåæäó åãî ÷ëåíàìè. Óñëîâèå çàìêíóòîñòè
ðÿäà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ðàçâåðíóòü ðÿä
äî ÷èñåë wr , ãäå r — ëþáîå êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî:

1 2 3 2
1

1
1, , ,..., ,... ,..., ... . . .w w w w wr r

r r� � � ��
�k k k , (7)

k k1,... r — êîíå÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ ÷èñëàìè (7) ïðîáëåì ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì

íåò. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëó (7) îòâå÷àåò ôóíêöèÿ

y x k x k x kn n� � � � ��
�

r r
1

1
1. . . .

Çäåñü r — ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, à ïåðåìåííàÿ õ — íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó çíàê ìíîãî÷ëåíà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ õ îï-
ðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ñòàðøåãî ÷ëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà (7) — ïî-
ëîæèòåëüíû. Âû÷èòàíèå äâóõ ÷èñåë äàñò ÷èñëî, çíàê êîòîðîãî òàêæå
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çíàêîì ñòàðøåãî ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåé-
íûé ïîðÿäîê çäåñü åñòü.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ÷èñëó ww è ðàçâåðíåì åãî äî ìíîãî÷ëåíà, ñî-
äåðæàùåãî ëþáîå, íî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ:

w w ww w
r r� � � ��
�k k k1

1
1. . . .

Çäåñü òàêæå çíàê áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì è ëèíåéíûé
ïîðÿäîê áóäåò âñåãäà. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò è ïðè ïåðåõîäå ê

30

Ã ë à â à 1



áîëüøèì ÷èñëàì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæåííûé íàòóðàëüíûé ðÿä
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

1 2 3 1 2 2

1
1

1

, , , ... , ,... , ... . . .

. . .

w w w w

w w wr r
r

�

� � � ��
�k k kr

w w ww w w
w

,...

. . . ; ... ,...,� � � � ��k kg1
1

(8)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Ãëàâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, êàæäîå «íàòóðàëü-
íîå» ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ ñíÿòü, òî
ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðÿäà ìîæåò íàðóøèòüñÿ. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

cosx
x x x x� � � � �1

2 4 6 8

2 4 6 8! ! ! !
... .

Ïîëîæèì
R x m P x m Q x m

P x m m
x x x

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( ) ! ...
! !

� �
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Ôóíêöèÿ cos x ïðè óâåëè÷åíèè õ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç ìå-
íÿåò ñâîé çíàê. ßñíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n ýòèì ñâîéñòâîì áóäåò
îáëàäàòü è ìíîãî÷ëåí R (x, m), åñëè ïîëîæèòü x n� è, íàïðèìåð,
m n� 10 . Îáðàçóåì äâà ýëåìåíòàðíûõ ÷èñëà:

P P n n Q Q n n
n n

� �
	 	

Lim Lim
w w

( , ), ( , ).10 10

Â âûðàæåíèÿõ äëÿ èõ ïðèáëèæåíèé ôèãóðèðóþò òîëüêî îïåðà-
öèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîíå÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. È òåì íå
ìåíåå ÷èñëà Ð è Q ìåæäó ñîáîé íåñðàâíèìû: èõ ðàçíîñòü îïðåäåëåí-
íîãî çíàêà íå èìååò.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 10, 20 îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè 30.

Ïîñòðîåííûé «íàòóðàëüíûé» ðÿä ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïîçâîëÿþò ïðî-
äîëæèòü ðÿä äî ÷ëåíîâ òèïà www

, ãäå ÷èñëî ñòóïåíåé ìîæåò áûòü ëþ-
áûì, íî êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ðÿäà n e ww ww

� � �L* } ðàç .
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Ìîæåò ëè îãðàíè÷åííûé ðÿä ñëóæèòü îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà? Îáùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Íà-
ïðèìåð, âåñü êëàññè÷åñêèé àíàëèç îñíîâàí íà êîíñòðóêöèè ñàìîãî
êîðîòêîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà, îãðàíè÷åííîãî ÷èñëîì L* � w.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ëþáàÿ òåîðèÿ èìååò ñîáñòâåííóþ ðàçðå-
øàþùóþ ñïîñîáíîñòü. Ôàêò îãðàíè÷åííîñòè ðÿäà è åãî ãðàíèöà L*

îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ïîëíî ïðîÿâëÿåòñÿ â êîíñòðóêöèè îáúåêòîâ «íóëü» è «áåñêîíå÷-
íîñòü», êîòîðûå äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû â ðàìêàõ ëþáîé òåîðèè.
Ïîÿñíèì äàííîå óòâåðæäåíèå. Çàïèøåì ïðîäîëæåííûé íàòóðàëü-
íûé ðÿä â ñëåäóþùèì âèäå:

1 2 3, , ... ,... ,... .*w n � L (9)

×ëåíû ðÿäà áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
òîãî æå ïîðÿäêîâîãî òèïà, ÷òî è ñàì ðÿä (9).

Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêîãî òèïà áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì limit. Ïðè ýòîì n ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåìåííóþ,
ïðîáåãàþùóþ çíà÷åíèÿ (9). Íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå

40. Óñëîâèå äîñòàòî÷íîé äëèíû ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî
ðÿäà. Äëÿ ëþáîãî «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà (9) â ðàìêàõ òåîðèè, êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ íà åãî îñíîâå, ïîíÿòèÿ «íóëü» è «áåñêîíå÷íîñòü» äîëæíû
áûòü îïðåäåëåíû êàê îáúåêòû

limit limit
1
n

n, .

Ïðè ýòîì «ïîä äîñòàòî÷íîñòüþ äëèíû ðÿäà (9)» ïîíèìàåòñÿ äîñòà-
òî÷íàÿ ñîäåðæàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé åìó òåîðèè.

Èç äàííîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåîðèÿ çàâåäîìî íå áóäåò ðàçëè-
÷àòü ÷èñëà, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íà 1/ *L . Òî÷íî òàê æå áóäóò îòîæäå-
ñòâëÿòüñÿ (ñ áåñêîíå÷íîñòüþ) ÷èñëà L L L* * *, ,� 1 2 è äð. Òåì íå ìåíåå
â òàêîì âèäå óñëîâèå 40 ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Íèæå åãî ñìûñë
áóäåò óòî÷íÿòüñÿ.

Óìåñòíî ïðèâåñòè ñëåäóþùåå ñðàâíåíèå. Íà çàðå ñòàíîâëåíèÿ
íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñ÷åò âåëñÿ òàêèì îáðàçîì: îäèí, äâà, òðè, ÷åòûðå,
ìíîãî. Â ñëó÷àå (9) èìååì ïîõîæóþ ñèòóàöèþ: îäèí, äâà, òðè, …
w n,... ,... *L — ìíîãî, áåñêîíå÷íîñòü. Òåïåðü î ñîäåðæàòåëüíîñòè
òåîðèè. Èçâåñòíî, ÷òî óæå ïðè L* � w òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëü-
íîé (êëàññè÷åñêèé àíàëèç). Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî è ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ L* � ww, e è ò.ä. òàêæå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñîäåðæàòåëüíûå
òåîðèè. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå L* � e. ßñíî, ÷òî ëþáûå îïåðàöèè
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òèïà ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ââåäåíèÿ â ñòåïåíü è ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà limit áóäóò ïðèâîäèòü ëèáî ê áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ê ðåçóëüòàòó â
ïðåäåëàõ ãðàíèöû L* � e. Åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò
äàòü äðóãîé ðåçóëüòàò — ýòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñìûñëå Lim. Íà-
ïðèìåð, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä Lim äëÿ ñëåäóþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç (9):

Lim ðàç2 2 2 2� � �

��


��
�w w w ew w ww w

, , ... .}n (10)

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåòñÿ âïîëíå êîíêðåòíîå ýëåìåí-
òàðíîå ÷èñëî

2 2 1 2 2 2 3 22 32 3
e � � � � �


��

��

Lim ðàç; , ,... . . . .}nn nn

Òî åñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîãî îáúåêòà çà ãðàíèöåé L* (ðàâíî êàê è â
ïðåäåëàõ ýòîé ãðàíèöû) äîñòàòî÷íî ðàñïîëàãàòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè òîëüêî êîíå÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèè, îñíîâàííîé íà ðÿäå (9), áóäóò èìåòü
ìåñòî âñå òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ è ôîðìóëû, â êîòîðûõ íå èñïîëüçó-
þòñÿ ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû òèïà (10) è óñëîâèå íåîãðàíè÷åííîñòè
ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ ýòîãî áóäåò, ïî-âèäèìîìó, äîñòàòî÷íî.

Åñëè æå âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü ïîâûøåíèÿ ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè òåîðèè, òî ðÿä (9) ìîæíî ïðîäîëæèòü äàëüøå. Îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äëÿ ýòîãî íå õâà-
òàåò. Ïîýòîìó â àðñåíàë íàøèõ ñðåäñòâ íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå
îäèí — ñàìûé ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò ïðîäîëæåíèÿ ðÿäà:

50. Åñëè ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó ïðèíàäëåæàò ÷èñëà

n n n1 2� � � �. . . . . .,n n nn
m

nm� Lim ,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèàëüíûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, òî
ýòîìó ðÿäó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü è ÷èñëî

L � Lim
n

nnn . (11)

Ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íîâîå ÷èñëî L íå íàðó-
øàëî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ìåæäó ÷èñëàìè, êîòîðûå óæå îòíåñåíû ê
«íàòóðàëüíûì». Èíûìè ñëîâàìè, çà ïðåäåëàìè ãðàíèöû L* � e îïå-
ðàöèÿ (11) ñàìà ïî ñåáå óæå íå ãàðàíòèðóåò ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Ïî-
ýòîìó óñëîâèå ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè 30 òåïåðü íå âûòåêàåò èç
óñëîâèÿ 20, 50 è äîëæíî ñòàâèòüñÿ íåçàâèñèìî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû. Ïóñòü «íàòóðàëüíûé» ðÿä (9) îãðàíè÷åí
÷èñëîì L* � e. Âêëþ÷èì ýòî ÷èñëî â ñîñòàâ ðÿäà. Äàëüøå áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ òîëüêî óñëîâèåì çàìêíóòîñòè 20, ò.å. îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ,
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óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Îïåðàöèþ (11) èñêëþ÷àåì. Ýòè-
ìè ñðåäñòâàìè ðÿä (9) ïðîäîëæàåòñÿ äî ÷ëåíîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

1 2 3 4, , ... .. . ,... ,... ,} *w e,...e e ee ee n Lðàç � � (12)

ãäå e ee we

4 � Lim ðàç

n

} .

Îïåðàöèÿ Lim èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî äëÿ ïîäñ÷åòà ãðàíèöû ðÿäà.
Âêëþ÷èì òåïåðü íîâóþ ãðàíèöó ðÿäà â åãî ñîñòàâ è ïðîäâèíåìñÿ äî
ñëåäóþùåé ãðàíèöû e5 è ò.ä. è ò.ä. Äàëåå ãðàíèöó ìîæíî îòîäâèíóòü,
ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ (11) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäûäóùèõ ãðàíèö
ðÿäîâ:

e w e w e e e ew
1 2 3 4� � �, , , ,... ,...n .

Ïåðâàÿ ãðàíèöà îòíîñèòñÿ ê èçíà÷àëüíî çàäàííîìó íàòóðàëüíîìó
ðÿäó. Ãðàíèöà ww îòíîñèòñÿ ê ïðîäîëæåíèþ ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåì
óñëîâèÿ 10 è îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ãðàíèöà e îòíîñèòñÿ
ê ðÿäó (9), ãðàíèöà e4 — ê ðÿäó (12) è ò.ä. Äàëüøå ïîëó÷àåì ãðàíèöó,
êîòîðóþ îáîçíà÷àåì êàê e ew � Lim n. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ìû âèäèì,
êàê ðàíåå ïîñòðîåííûé ðÿä ïîñòåïåííî ïåðåìåùàåòñÿ â èíäåêñû
ãðàíèö íîâûõ, âñå áîëåå äëèííûõ ðÿäîâ. ßñíî, ÷òî ãðàíèöû äëÿ ñà-
ìèõ ãðàíèö ðÿäîâ íà ýòîì ïóòè íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âñåãäà ìîæåì ïîñòðîèòü «íàòóðàëüíûé» ðÿä,
ãðàíèöà êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ýëåìåíòàð-
íîå ÷èñëî À. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Êàæäûé ÷ëåí n ïîñòðîåííîãî
(îãðàíè÷åííîãî) «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà (9) ìåíüøå ÷èñëà A A:n � .
Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî âñå ïðèáëèæåíèÿ À åñòü ÷èñëà íàòóðàëüíûå.
Äîáàâèì ÷èñëî À ê íàøåìó ðÿäó (9). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ðÿä

1 2 3 1, , , ,..., ,... , ,� �w n A A � (13)

×èñëà âèäà A � n, A � n, A n , nA , A A , … ïðåâîñõîäÿò ëþáîå ÷èñëî n èç
èñõîäíîãî ðÿäà è ìåæäó íèìè åñòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó ðÿä
(13) ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîâîå ïðî-
äîëæåíèå íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðîáåë ïåðåä
÷èñëîì À â ðÿäå (13) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà øèðîêèì. Îí çàâåäîìî ïðåâû-
øàåò âåëè÷èíó À À� / n äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n èç ÷èñåë, ïðåäøåñòâóþ-
ùèõ À. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëîñü «íàòóðàëüíîå» m
(èç ðÿäà, ïîñòðîåííîãî äî ïðèñîåäèíåíèÿ ÷èñëà À) òàêîå, ÷òî
À / n m� . Ñëåäîâàòåëüíî, À � �n m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó óñëî-
âèþ çàìêíóòîñòè ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ðÿäà (13) ïðåâîñõî-
äèò íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî À. Âûøå ðå÷ü øëà òîëüêî îá îãðàíè÷åí-
íûõ ïðîäîëæåíèÿõ íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Òàêèå ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ñ÷åòíûìè.
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Äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íåîãðàíè-
÷åííîå ïðîäîëæåíèå íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ òà-
êîãî ðÿäà ïîõîæ íà ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë âòî-
ðîãî ÷èñëîâîãî êëàññà [105]. Åñòü, îäíàêî, è ðàçëè÷èÿ. Ãëàâíîå èç
íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðÿäà ó íàñ â àðñåíàëå èìååòñÿ
ãîðàçäî áîëüøå ñðåäñòâ, ÷åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë.
×èñëî w � Limn íå åñòü ÷èñëî, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà ÷èñ-
ëàìè 1 2 3, , ... . Çà ýòèìè ÷èñëàìè ñëåäóþò òàêæå ÷èñëà ...( ),w � 3
( ),w � 2 ( )w � 1 . Ïðèðîäà ÷èñëà w � Limn ãîðàçäî áëèæå ê ïðèðîäå
êîíå÷íûõ ÷èñåë, ÷åì ïðèðîäà íàèìåíüøåãî òðàíñôèíèòíîãî ÷èñëà.
Ïîýòîìó äëÿ ïðîäîëæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà âìåñòå ñ ÷èñëîì w
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ÷èñëà ( ), ( ),..., !, , ,w w w ww w w� � �1 2 2 10 1

è ò.ä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå âåñü ýòîò àðñåíàë íàì íåîáõîäèì äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðÿä, â êîòîðîì
÷èñëà âèäà ( ), !w w� 1 è äðóãèå, ïîäîáíûå èì, íå èñïîëüçóþòñÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ìû ïðèäåì ê íåîãðàíè÷åííîìó «íàòóðàëüíîì» ðÿäó, çàïèñü
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ çàïèñüþ íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ïðîäîëæåííîãî
â îáëàñòü òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë [105]. Ðàçëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü òîëü-
êî â ñìûñëå ñèìâîëà w. Â [105] w — ýòî íàèìåíüøåå òðàíñôèíèòíîå
÷èñëî, çäåñü w— êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Limn. Íà ìîùíîñòè ìíîæå-
ñòâà «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå ñêàçû-
âàåòñÿ. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë èìååò ïåðâóþ íåñ÷åòíóþ ìîùíîñòü, ìîæíî ïåðåíåñòè è íà íå-
îãðàíè÷åííûé «íàòóðàëüíûé» ðÿä. Êðîìå òîãî, ê äàííîìó ðÿäó ìîæ-
íî îòíåñòè òàêæå è ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå Í.Í. Ëóçèíà: «Ìû âèäèì,
êàêàÿ èìååòñÿ ãðîìàäíàÿ ðàçíèöà ìåæäó íàòóðàëüíûì ðÿäîì è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë. Íî çà âñåì òåì, åñëè ìû
ñäåëàåì ãèïîòåçó î ñóùåñòâîâàíèè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òðàíñôè-
íèòíûõ ÷èñåë, ìû ñìîæåì ðàññóæäàòü íàä íèìè áåç òîãî, ÷òîáû
óìåòü îïðåäåëÿòü è îáîçíà÷àòü èõ âñå» [105].

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåàðõèìåäîâà
àíàëèçà è ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ «íåîáîçðèìîñòü» íåñ÷åòíîãî «íàòó-
ðàëüíîãî» ðÿäà íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Òî÷íî òàê æå,
êàê è «íåîáîçðèìîñòü» êîíòèíóóìà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îò ôóíê-
öèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.

Â çàêëþ÷åíèå óòî÷íèì òåðìèíîëîãèþ. Êëàññè÷åñêèé àíàëèç
áàçèðóåòñÿ íà êîíöåïöèè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ðÿäîì

1 2 3, , ... ,...n . (14)
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Íåàðõèìåäîâ àíàëèç îïèðàåòñÿ íà ðÿä (14), ïðîäîëæåííûé â îáëàñòü
áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë:

1 2 3, , ..., ,... ,...w n . (15)

Äëÿ óäîáñòâà êëàññè÷åñêèé è íåàðõèìåäîâ àíàëèçû íàçûâàëèñü àíà-
ëèçîì-1 è àíàëèçîì-2. Íà ýòîì îñíîâàíèè ðÿäàì (14), (15) áóäåì
ïðèïèñûâàòü òèï 1 è 2.

Â òåêñòå áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå íàçâàíèÿ, êîòîðûå îòðàæàþò
ãëàâíîå ðàçëè÷èå â ðÿäàõ (14) è (15). Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðÿä (15)
êà÷åñòâåííî äëèííåå, ÷åì ðÿä (14). Ïîýòîìó ðÿä (14) áóäåì íàçûâàòü
ñ÷åòíûì, à ðÿä (15) — íåñ÷åòíûì. Òàêèå æå íàçâàíèÿ áóäåì èñïîëü-
çîâàòü è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè (14) èëè
(15). Åñëè âçÿòü íåîãðàíè÷åííóþ âåðñèþ «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà (15), òî
ïðèíÿòûå íàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì õà-
ðàêòåðèñòèêàì ðÿäîâ (14), (15).

×òîáû èçëèøíå íå óñëîæíÿòü òåðìèíîëîãèþ, îñòàâèì òå æå íà-
çâàíèÿ è äëÿ îãðàíè÷åííîé âåðñèè ðÿäà (15) íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî è
â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (15) êà÷åñòâåííî äëèííåå, ÷åì ðÿä (14). Òåì áîëåå
÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îò âûáîðà êîíêðåòíîé âåðñèè ðÿäà (15) çà-
âèñåòü íå áóäóò. Ïîñëåäíèå àðãóìåíòû ïðèâåäåíû â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ îãðàíè÷åííûé ðÿä (15)
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

6. Íåðàâíîìåðíîñòü øêàëû
àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ëþáîå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî ìîæíî ëîêàëèçîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèöû. Ïîýòîìó êîíå÷-
íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê îòìåòêè íà
íåêîòîðîé èçìåðèòåëüíîé øêàëå (ëèíåéêå). Îòìåòêè ðàñïîëîæåíû
ñ øàãîì, ðàâíûì åäèíèöå. Ïðè÷åì ýòîò øàã îäèíàêîâ íà âñåõ ó÷àñò-
êàõ øêàëû. Íàïðèìåð, îí ðàâåí 1 êàê íà ó÷àñòêå îò 1 äî 10, òàê è íà
ó÷àñòêå îò 1023 äî 1023 + 10.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáëàñòè áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë. Âîçüìåì äëÿ
îïðåäåëåííîñòè îòðåçîê ðÿäà

1 2 3 1, , ,... , ,..., ,...w w w� � n . (16)

Ïîñìîòðèì òåïåðü, â êàêîé ñòåïåíè øêàëà (16) ëîêàëèçóåò ÷èñëî
w � 2 7, .
Î÷åâèäíî, ÷òî

w w w� � � � �2 2 7 3, . (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ó÷àñòêå øàã ëèíåéêè ðàâåí 1.
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Âîçüìåì òåïåðü ÷èñëî u w� 05, . Çäåñü øêàëà (16) äàåò òîëüêî ñëå-
äóþùóþ ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè:

N � �05, ,w w (18)

ãäå N— ëþáîå ñêîëü óãîäíî áîëüøîå, íî êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî. Ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè çäåñü êà÷åñòâåííî õóæå, ÷åì â ñëó÷àå (17).
Òàì øàã ìåæäó äåëåíèÿìè áûë ðàâåí 1, à çäåñü îí ðàâåí ( )w � N . Äîñ-
òàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷èñëà u w� 0 7, øêàëà (16) äàåò òó æå ñàìóþ
îöåíêó, ÷òî è äëÿ ÷èñëà 05, w:

N � �0 7, w w.

Òàêèì îáðàçîì, øêàëà (16) ÷èñëà 05, w è 0 7, w ñîâñåì íå ðàçëè-
÷àåò, õîòÿ ðàçíèöà ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿåò áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñ-
ëî, ðàâíîå 0 2, w.

Ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ âïðàâî êî âñå áîëüøèì «íàòóðàëüíûì»
÷èñëàì íåðàâíîìåðíîñòü øêàëû òîëüêî âîçðàñòàåò. Íà íåé ïî-ïðåæ-
íåìó îñòàþòñÿ ó÷àñòêè, ïîçâîëÿþùèå ëîêàëèçîâàòü ÷èñëî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî åäèíèöû, íàïðèìåð ó÷àñòîê

w w w2 2 21 2, , ...� � .

Åñòü è ó÷àñòêè òèïà (17):

w w w w2 2 21� � �,... ,... ,...n .

Îäíàêî ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè, åùå áîëåå íåðàâíîìåðíûå, ÷åì
óêàçàíî âûøå. Íàïðèìåð, ó÷àñòîê

nw w,..., ,...2 .

Ïîïûòàåìñÿ ëîêàëèçîâàòü ÷èñëà 05 2, w è 0 7 2, w . Äëÿ îáîèõ ÷èñåë
ìû ïîëó÷àåì îäèí è òîò æå èíòåðâàë:

n gw w w� � �05 2 2, ,

n gw w w� � �0 7 2 2, ,

ãäå n g, ,r — ëþáûå êîíå÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Çäåñü óæå øêàëà íå
ðàçëè÷àåò ÷èñëà ïîðÿäêà w2. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðàâåå â «íàòó-
ðàëüíîì» ðÿäå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ó÷àñòêè, ãäå íåâîçìîæíî ðàçëè÷èòü
÷èñëà ïîðÿäêà w w w ww3 4, ,... ,... . . .n è ò.ä. è ò.ä. Â ýòîì ïðèíöè-
ïèàëüíîå îòëè÷èå «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë îò íàòó-
ðàëüíûõ êîíå÷íûõ ÷èñåë.

Áîëåå îáðàçíî îá ýòîì ìîæíî ñêàçàòü òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû
ðàñïîëàãàåì ñðåäñòâîì ïåðåäâèæåíèÿ, ñïîñîáíûì äâèãàòüñÿ ñ øà-
ãîì, ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäà, åñëè ìû äîáðàëèñü äî îòìåòêè íà øêà-
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ëå íîìåð N, ó íàñ åñòü ïîëíàÿ óâåðåííîñòü, ÷òî ìû äîáåðåìñÿ è äî
îòìåòêè N N N NN� 1 2 2, , , è ò.ä. Äëÿ íàñ äîñòóïíû ëþáûå òî÷êè íà-
øåé øêàëû. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàòóðàëüíûé ðÿä êî-
íå÷íûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îäíîìàñøòàáíûì. (Âñå òî÷êè îäèíàêîâî äîñ-
òóïíû, èëè, ãîâîðÿ ïî-äðóãîìó, âñå òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå
äîñòóïíîñòè.)

Â ñëó÷àå ðÿäà áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë ñèòóàöèÿ áóäåò äðóãîé. Äâèãà-
ÿñü óêàçàííûì ñïîñîáîì èç îòìåòêè N, ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ äî NN,
íî äîáðàòüñÿ äî îòìåòêè w ìû íå ìîæåì â ïðèíöèïå. Â ýòîì ñìûñëå
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íîìåðà NN è w ðàçäåëåíû ïðîïàñòüþ (èëè áàðüå-
ðîì). Íåðàâåíñòâî (18) äàåò îñíîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêó øèðè-
íû ýòîé ïðîïàñòè îöåíèòü êàê wìèíóñ ëþáîå êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Êîíå÷íîå ÷èñëî áóäåì îòáðàñûâàòü. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü
î øèðèíå ïðîïàñòè, ðàâíîé w (èëè áàðüåðå âûñîòîé w).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ñðåäñòâîì ïåðåäâè-
æåíèÿ íà øàã, ðàâíûé åäèíèöå, è ñïîñîáîì ïðåîäîëåíèÿ áàðüåðà
âûñîòîé w. Òîãäà äëÿ íàñ áóäóò äîñòóïíûìè òî÷êè

1 2 2 1, ,... ,... ,... ,... , ... .n n nw w w w� �

Îäíàêî òî÷êà w2 îñòàåòñÿ íåäîñòóïíîé. Äëÿ åå äîñòèæåíèÿ
ïîòðåáóåòñÿ ïðåîäîëåòü áàðüåð w2 è ò.ä. Èìåÿ â âèäó ýòî ñâîéñòâî,
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî «íàòóðàëüíûé» ðÿä ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíûì.

7. «Öåëûå» è «ðàöèîíàëüíûå» ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ «öåëûì», åñëè
îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü äâóõ «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ «ðàöèîíàëü-
íûì», åñëè îíî ðàâíî îòíîøåíèþ äâóõ «öåëûõ» ÷èñåë.

Âî ìíîãîì «ðàöèîíàëüíûå» ÷èñëà ïîõîæè íà îáû÷íûå ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà. Îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

10. Ìåæäó «ðàöèîíàëüíûìè» ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè åñòü ëè-
íåéíûé ïîðÿäîê. Òàê, åñëè

r r
n

a

b

m
1 2� �, ,

òî ÷èñëà r1 è r2 íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîëüêî îäíîì èç îòíîøåíèé:

r r r r r r1 2 1 2 1 2� � �; , . (19)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÷èñëà a b m n, , , è, çíà÷èò, ÷èñëà a n b m� �,
ÿâëÿþòñÿ «íàòóðàëüíûìè». Ïîýòîìó ÷èñëà a n� è b m� ìåæäó ñîáîé
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ñðàâíèìû è óñëîâèÿ (19) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñ-
ëîâèÿìè:

an bm an bm an bm� � �, , .

Ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëà a b m n, , , — «öåëûå», ðàññìàòðèâàþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

20. Ñîâîêóïíîñòü «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë çàìêíóòà îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ (äåëåíèå íà 0 èñêëþ-
÷àåòñÿ).

30. Ñîâîêóïíîñòü «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë ìîæíî íàçâàòü ïëîòíîé
â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî «ðàöèîíàëüíîãî» ÷èñëà r âñåãäà ìîæíî
íàéòè äðóãîå «ðàöèîíàëüíîå» ÷èñëî �r , êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò r íà
ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå áåñêîíå÷íî ìàëîå «ðàöèîíàëüíîå» è íàïå-
ðåä çàäàííîå ÷èñëî g � 0:

� �0 � � � �r r g. (20)

Äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ïëîòíîñòè «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà.
Òî÷íåå áûëî áû ñêàçàòü ïî-äðóãîìó: «íàòóðàëüíûé» ðÿä ýëåìåíòàð-
íûõ ÷èñåë ñòðîèëñÿ èìåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû «ðàöèîíàëüíûå»
÷èñëà îáëàäàëè ñâîéñòâîì (20).

§ 4. Âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà òî÷êè
íà âåùåñòâåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Òî÷êà íà âåùåñòâåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé — ýòî âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë. Ìåæäó
ïîñëåäíèìè åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü âî-
ïðîñ î âíóòðåííåé ñòðóêòóðå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà è, çíà÷èò, î âíóò-
ðåííåé ñòðóêòóðå òî÷êè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

1. Îðåîëû è àáñîëþòíûå ÿäðà ðàöèîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Âîçüìåì äëÿ ïðèìåðà ÷èñëî 0âåù . Äàííîå ÷èñëî ñîñòîèò èç ýëå-
ìåíòàðíûõ «÷àñòèö» Lim rn òàêèõ, ÷òî lim

n
nr

	�
� 0âåù . Íåëüçÿ ñêàçàòü,

÷òî â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé «áåçëèêóþ» ìàñ-
ñó. Ñðåäè íèõ, âî-ïåðâûõ, âûäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî íóëü
0 0ýë àáñLim� . Âî-âòîðûõ, âûäåëÿþòñÿ ÷èñëà, îáðàòíûå áåñêîíå÷íî
áîëüøèì «íàòóðàëüíûì» ÷èñëàì:

1 1

1

1 1
2w w w ww

, ,... ,... ,...,
�

(1)

à òàêæå äðóãèå «ðàöèîíàëüíûå» áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà, íàïðèìåð
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w

w

w w

w w

w

w ww

�

�

� �

� �

�

�

2

7

7

1

1
2

2

10 3
; , ,... . (2)

Â-òðåòüèõ, ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà, êîòîðûå íåëü-
çÿ îòíåñòè ê «ðàöèîíàëüíûì», íî êîòîðûå ñâÿçàíû ñ «ðàöèîíàëüíû-
ìè» ÷èñëàìè è õàðàêòåðíûì ÷èñëîì j:

j j
j

j
E E; , ,...w w

w

�

�

1
3

. (3)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå,
j

n

n� � �Lim( )1 1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç äâîéíûõ åäèíèö: j 2 1� , j � �1, j � �1.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîðÿäêå, êîòîðûé èìååò ìåñòî ñðåäè ðàç-

ëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ÷èñëà 0âåù . Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìåæäó
«ðàöèîíàëüíûìè» ÷èñëàìè (1), (2) ëèíåéíûé ïîðÿäîê åñòü âñåãäà.
Ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàñïîëîæåííûìè íà îñè, â öåíòðå
êîòîðîé íàõîäèòñÿ íóëü (ðèñ. 1.1).

Äàëåå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìåæäó ÷èñëàìè (3) è (2) ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà íåò, à åñòü òîëüêî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: íåêîòîðûå ÷èñëà ñðàâ-
íèìû ìåæäó ñîáîé, à íåêîòîðûå íå ñðàâíèìû. Íàïðèìåð, ÷èñëà jE
è 0ýë íå ñðàâíèìû. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè â ñîñòàâ 0âåù âõîäèò
÷èñëî À, òî âõîäèò è ÷èñëî ( )�À . Ïðè÷åì èõ ïîëóñóììà ðàâíà 0ýë . Ýòî
äàåò îñíîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî 0ýë íàçâàòü àáñîëþòíûì ÿäðîì
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà 0âåù è ñ÷èòàòü, ÷òî àáñîëþòíîå ÿäðî íàõîäèò-
ñÿ â öåíòðå ÷èñëà 0âåù . («Àáñîëþòíûé» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ÷èñëî

0ýë àáñLim0� îïðåäåëåíî ÷åðåç
ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü àáñîëþòíûõ ÷èñåë.)

Ñîâîêóïíîñòü îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷èñåë èç ñîñòàâà 0âåù
áóäåì íàçûâàòü îðåîëîì àáñî-
ëþòíîãî ÿäðà. ßñíî, ÷òî åñëè
îðåîëó ïðèíàäëåæèò ÷èñëî À, òî
åìó ïðèíàäëåæèò è ÷èñëî r A� ,
ãäå r — ëþáîå îòëè÷íîå îò 0, àá-
ñîëþòíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Òàêèì îáðàçîì, îðåîë ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ëó÷è, èñõîäÿùèå èç
öåíòðà — àáñîëþòíîãî ÿäðà.
Ïóñòü A A An1 2, ... — ÷èñëà îðåî-
ëà. Åñëè r r rn1 2, ... — àáñîëþò-
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íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è ðàâåíñòâî r A r An n1 1 0� � �. . . âîçìîæíî
òîëüêî ïðè r rn1 0� � �. . . , òî ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà áóäåì ñ÷èòàòü ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè. Äàëåå ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î áàçèñå è ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå ïðåâðàòèëàñü òî÷êà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé. ßñíî, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Àáñîëþòíûå ÿäðà è îðåîëû äðóãèõ âåùåñòâåííûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è îáëàäàþò òîé æå ñòðóêòóðîé, ÷òî è
÷èñëî 0âåù .

Åñëè ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò îðåîëó îäíîãî è òîãî æå
àáñîëþòíîãî ÿäðà, òî ìåæäó íèìè åñòü òîëüêî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
Îäíàêî åñëè ãîâîðèòü îá îðåîëàõ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî
ìåæäó èõ ñîñòàâëÿþùèìè ëèíåéíûé ïîðÿäîê âñåãäà åñòü. Ïðîùå ãî-
âîðÿ, åñëè p gàáñ àáñ� , òî äàííîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ëþáûõ
ïàð ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ÷èñåë ðâåù è g âåù .

2. Îðåîëû è ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Îðåîëû è ÿäðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòà-
íîâèìñÿ íà íåïåðîâîì ÷èñëå åâåù .

Êàê îïðåäåëèòü ÿäðî ÷èñëà åâåù? ßñíî, ÷òî òà èäåÿ, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçîâàëàñü äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çäåñü íå ïðîõîäèò, òàê êàê
ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, êîòîðûå âõîäÿò â ñîñòàâ åâåù , íåâîçìîæ-
íî âûäåëèòü êàêîå-òî îäíî ÷èñëî, êîòîðîå ÷åì-òî ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àëîñü áû îò äðóãèõ ÷èñåë. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê îï-
ðåäåëåíèþ àáñîëþòíûõ ÿäåð ðàöèîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
íàéòè êàêîé-òî èõ ôîðìàëüíûé ïðèçíàê è çàòåì óæå íà ýòîé îñíîâå
ïîïûòàòüñÿ äàòü îïðåäåëåíèå ÿäðà èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, ÷èñëî
1

3



�
� 
�
�

âåù

. Â åãî îðåîë âõîäÿò äâà ýëå-

ìåíòàðíûõ ÷èñëà A B� , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì

�À : , ; , ; , ; ... , ... ;...0 3 033 0333 0 3 3
n

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

�B
n

: , ; , ; , ; ... , ... ;... .0 33 0333 03333 0 3 3
1�

(4)

Ñàìîìó æå àáñîëþòíîìó ÿäðó ÷èñëà
1

3



�
� 
�
�

âåù

ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàð-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1

3

1

3

1

3



�
� 
�
� 


�
� 
�
� 


�
� 
�
�

àáñ àáñ àáñ

, ,... ,... . (5)
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Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñêîðîñòüþ ñõî-
äèìîñòè: ÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áîëüøå, òåì áëèæå ýëåìåíòàðíîå
÷èñëî íàõîäèòñÿ ê ÿäðó (5). Ñàìîìó æå ÿäðó ñîîòâåòñòâóåò «ñàìàÿ
áîëüøàÿ» ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, êîòîðîé îáëàäàåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (5). Ïîýòîìó íàøó ïðîáëåìó ìîæíî ïîñòàâèòü òàêèì îáðàçîì:
íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå î «ñàìîé áîëüøîé» ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè (5) è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûì ïðåäñòàâëå-
íèåì äëÿ îïèñàíèÿ ÿäåð èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ôîðñèðîâàíèÿ. Äàäèì
åãî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü m f n� ( ) — ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n � 1 2 3, , ... òàêàÿ, ÷òî åå çíà÷åíèÿ
m — êîíå÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è m n� . Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî
ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà

A a n B a f n
n n

� �Lim Lim( ), ( ( ))

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðîì ôîðñèðîâàíèÿ Ff :

B F Af� .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî Â ïîëó÷åíî ôîðñèðîâàíèåì ÷èñëà À.
Ôóíêöèÿ f n( ) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò îïåðàòîð Ff . Áóäåì íàçû-
âàòü åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà. Èíäåêñ f , êàê ïðà-
âèëî, îïóñòèì. Î÷åâèäíî, ÷òî a f n( ( )) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a n( ). Íàëè÷èå îïåðàòîðîâ ôîðñèðîâàíèÿ
âíîñèò äîïîëíèòåëüíûé ïîðÿäîê â ñêîïëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë,
èç êîòîðûõ ñîñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òåïåðü â ýòîì ñêîïëåíèè
ìîæíî óñòàíàâëèâàòü öåïî÷êè «ðîäñòâåííûõ» îòíîøåíèé

A F A F A F Af f f
n, , ( ) ,...( ) ,...2 , (6)

ãäå ( )Ff
n — ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ.

Äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè îòêðûâàþòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ìåæäó ñàìèìè îïåðàòîðàìè ôîðñèðîâàíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü ÷àñ-
òè÷íûé ïîðÿäîê. Ïðèìåì, ÷òî îïåðàòîð Fg ñëåäóåò çà Ff (èëè ñèëü-
íåå, ÷åì îïåðàòîð Ff ), åñëè f n g n( ) ( )� äëÿ ëþáîãî n. Äàííûé ôàêò
ìîæíî îòìå÷àòü çàïèñÿìè F Ff g� èëè F Fg f� . Äàëåå äîñòàòî÷íî îã-
ðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ìîíîòîííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè a n( ).

Äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîð ôîðñèðîâàíèÿ ïðèâî-
äèò òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè. Íî åñëè îïåðàòîð
ïðèìåíèòü ê ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî õàðàêòåð ñõîäè-
ìîñòè íå èçìåíèòñÿ. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çäåñü ìû ñ
ñàìîãî íà÷àëà èìååì ñàìóþ áîëüøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (òî åñòü
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ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî ëþáîå ôîðñèðîâàíèå óâå-
ëè÷èòü äàííóþ ñêîðîñòü óæå íå ìîæåò).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ïîèñêà ÿäðà ÷èñëà åâåù ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÿäðî ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû ïðè-
ìåíåíèå ê íåìó îïåðàòîðà ôîðñèðîâàíèÿ îñòàâëÿëî áû ÿäðî áåç èç-
ìåíåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ñîñòà-

âà ÷èñëà åâåù , íàïðèìåð Lim
n

n

n
1

1�

�
� 

�
� . Âûáåðåì îïåðàòîð ôîðñèðîâà-

íèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé f n n( ) � � 1 è îáðàçóåì öåïî÷êó
ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë âèäà (6):

Lim Lim Lim
n

n

n

n

nn n n k
1 1 1

1 1

1

1
1

�

�
� 

�
� � �


�
� 

�
� � � �

� �

�

. . . 

�
� 

�
� �

�n k

. . . (7)

Â ñîñòàâ ÷èñëà åâåù âõîäèò òàêæå ýëåìåíò B
n

n

n
� �


�
� 

�
�Lim 1

1

2

2

. Îäíàêî

ïðîäîëæèòü öåïî÷êó (7) äî ýòîãî ÷èñëà íåâîçìîæíî. Ñêîëüêî áû
ðàç ìû íè ïðèìåíÿëè îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
f n n( ) � � 1, ìû âñåãäà áóäåì ïîëó÷àòü ýëåìåíò ìåíüøèé, ÷åì B. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê B, ñìåíèì îïåðàòîð ôîðñèðîâàíèÿ íà áîëåå
ñèëüíûé Fg : ïîëîæèì g n n( ) � 2 . Ïðîäîëæèì öåïî÷êó (7) ïî îáðàçöó
(6). Çàòåì ïåðåéäåì ê îïåðàòîðàì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè P( )n n n nn� 3 2,... ,... . . . . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàíóìåðîâàííóþ ÷èñëàìè èç ïðîäîë-
æåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

L L

L

im im ...

im

n

n

n

n

n

n n

n

1 1

1

1 1

1

1

1

2

�

�
� 

�
� � �


�
� 

�
� � �

� �

�

�



�
� 

�
� � � �




�
��



�
�� �

n

n

v n

v n

2

1
1

... im ... .
( )

( )

L

(8)

Ñ óâåëè÷åíèåì «íàòóðàëüíîãî» íîìåðà v v n� Lim ( ) áóäåì ïîëó÷àòü
âñå áîëüøèå ÷èñëà (8). Ïðè ýòîì êàæäîìó èç íèõ áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü âñå áîëüøàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ñõîäÿùàÿñÿ ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó åâåù :

lim
( )

( )

n

v n

v n
e

	�
�




�
��



�
�� �1

1
âåù .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(8) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 3. Çäåñü ñàìà ñîáîé íàïðàøèâàåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ èäåÿ: îïðåäåëèòü ÿäðî íåïåðîâà ÷èñëà êàê íåêîòî-
ðûé «ïðåäåë» ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷èñåë (8). Ýòî, ïîæàëóé, öåíòðàëüíîå ìåñòî âñåõ ïî-
ñòðîåíèé.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë íå ìî-
æåò áûòü íèêàêèì ýëåìåíòàðíûì è òåì áîëåå âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äîëæíî áûòü ÷èñëî íîâîé ïðèðîäû. Ïåðåéäåì ê
åãî îïèñàíèþ.

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâó ïðîöåäóðå ôîðñèðîâà-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå
ïîíÿòèå — ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë: a n n( ), , , ...� 1 2 3 . Ðàíåå ìû ïðîäîëæèëè íàòóðàëüíûé ðÿä
âïðàâî íà áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë

1 2 3 1 2, , ,... , ,... ,... . . .w w w ww� .

Òåïåðü ìû ïðèøëè ê íåîáõîäèìîñòè è â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðî-
äîëæåíèè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a n( ). Â ÷àñòíîñòè, ìû ïðèøëè
ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó: åñëè çàäàí ðÿä çíà÷åíèé a n( ) ïðè n � 1 2 3, , ... ,
òî ÷òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä çíà÷åíèåì à( )w ? ßñíî, ÷òî êàê è ïðè ëþ-
áîé ýêñòðàïîëÿöèè ôóíêöèé î çíà÷åíèè à( )w ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäå-
ëåííîãî çàðàíåå íåëüçÿ. Îäíàêî âîïðîñ ìîæíî ïîñòàâèòü ïî-äðóãî-
ìó: ìîæíî ëè èç âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðîäîëæåíèÿ à( )w âû-
áðàòü îäèí, â êàêîì-òî ñìûñëå ñàìûé åñòåñòâåííûé? Áåçóñëîâíî,
òàêîé âàðèàíò åñòü. Ýòî ñëåäóþùèé:

à à n
n

( ) im ( )w � L . (9)

Òàê êàê w � Lim
n

n, òî (9) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

à n à n
n n

( im ) im ( )L L� . (10)

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ôóíêöèÿ y f x� ( ) ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå x x� 0, åñëè îïåðàòîðû f è lim ïåðåñòàíîâî÷íû ìåæäó
ñîáîé:

f x f x
x x x x

(lim ) lim ( ).
	 	

�
0 0

(11)

Ïî ôîðìå óñëîâèÿ (10) è (11) èäåíòè÷íû. Ïîýòîìó óñëîâèå (10) áóäåì
òàêæå íàçûâàòü óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè. Ïðèìåì ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü à n( ) íå-

ïðåðûâíî ïðîäîëæåíà â òî÷êó w (èëè íà íîìåð w), åñëè

à à n
n

( ) im ( )w � L .

Çíà÷åíèå àðãóìåíòà áóäåì óêàçûâàòü òàêæå â âèäå èíäåêñà:

a a
n

nw � Lim , ãäå a à a à nnw w� �( ), ( ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ñòðîèòü íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ è
íà äðóãèå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, íàïðèìåð

à à n à à n
n n

n( ) im ( ), ( ) ( ),...w ww� � � �1 1L Lim� .

Åñëè íåò ñïåöèàëüíîé îãîâîðêè, òî ïîä ïðîäîëæåííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ

à à à a an1 2, ,... . . . ,... . . .,w u

áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðîäîëæåííóþ ïî íåïðåðûâ-
íîñòè.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }an ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è

îãðàíè÷åííîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðîäîëæåííàÿ ïî íåïðåðûâíî-
ñòè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èìååòñÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà 1:

a a a a Mn1 2 3� � � � � �. . . . . . . (12)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m èìååì a am
n

n� Lim , òàê êàê ïðè
n m a an m� � .

Ïóñòü

B b a A a an
n

n� � � ��Lim Limw w1, .

Òîãäà B A� , òàê êàê b a an n n� ��1 .
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî a am u� ïðè ëþáûõ m u� .

Òåïåðü îá îãðàíè÷åííîñòè.
Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }an âûòåêàåò îãðàíè÷åí-
íîñòü ëþáîé åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò, êàæäîå èç ïðèáëè-
æåíèé ÷èñëà àu îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó àu � Ì. Ñëåäîâàòåëüíî, öåïî÷-
êó íåðàâåíñòâ (12) ìîæíî ïðîäîëæàòü òàêèì îáðàçîì:
à à à a a Mn1 2� � � � � � � � �. . . . . . . . . . . .w u . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåîðåìà 4.2. Åñëè [ , ]a bn n åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùèõñÿ

îòðåçêîâ, òî ïðîäîëæåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }, { }a bu u îáëàäàþò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî
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«íàòóðàëüíîãî» ÷èñëà G � 0 âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîé «íàòóðàëüíûé»
íîìåð L, ÷òî ïðè ëþáîì u � L áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

b au u� � 1

G
. (13)

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïóñòü G � Lim

k
km . Çäåñü

m m mk1 2, ,... . . .

— çàäàííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [ , ]a bn n ÿâëÿåòñÿ ñòÿãè-
âàþùåéñÿ (n — êîíå÷íûå íîìåðà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðà-

öèîíàëüíîãî ÷èñëà ek
km

� 1
íàéäåòñÿ íîìåð Ìk òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî n Ìk� áóäåò èìåòü ìåñòî óñëîâèå

C b an n n
km

� � � 1
.

Âîçüìåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ

M M Mk1 2, ,... . . .

è îáðàçóåì ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî

L� � Lim
k

kM .

×èñëî L�, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå ïîïàñòü â ðÿä «íàòóðàëüíûõ»
÷èñåë. Åñëè îñòàíîâèòüñÿ íà âåðñèè íåîãðàíè÷åííîãî «íàòóðàëüíî-
ãî» ðÿäà, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñðåäè «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë çà-
âåäîìî íàéäåòñÿ ÷èñëî L áîëüøåå, ÷åì L�. Â âûáîðå íîìåðîâ
M Mk1,... . . . âñåãäà åñòü ïðîèçâîë. Èìåííî, âìåñòî ëþáîãî íîìåðà
Mk âñåãäà ìîæíî âçÿòü äðóãîé íîìåð, áîëüøèé, ÷åì Mk . Ïîýòîìó îò
÷èñëà L�ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåéòè ê ÷èñëó L, êîòîðîå áóäåò çàâåäîìî

«íàòóðàëüíûì». Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííîìó ÷èñëó
1

0
G

� ìû ïî-

ñòðîèëè «íàòóðàëüíîå» ÷èñëî L, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà (13) ïðè ëþáûõ u � L.

Äàííàÿ òåîðåìà áóäåò âåðíà è â ñëó÷àå, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì
òîëüêî îãðàíè÷åííîé âåðñèåé ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

1 2 3, , ... ,... ,... ,... . . . .*n Lw w nw � (14)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, L* — âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðÿäà. Ôèãóðàëüíî âûðà-
æàÿñü, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðàíèöà L* îò ñàìîãî ðÿäà îòñòîèò äîâîëü-
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íî äàëåêî. Ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ëþáîãî ÷ëåíà ðÿäà n ÷èñëî L* / n
òàêæå áóäåò âåðõíåé ãðàíèöåé ðÿäà.

Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ äëèí:

C C C C C Cn1 2 3, , ... ,... ,... ,... .w n (15)

Çäåñü C Cn1,... . . . — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ,
÷òî lim

n
nC

	�
� 0 â ñìûñëå êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Ëþáîé ÷ëåí ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (15) ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì íîìåðîì ïîëó÷åí íåïðå-
ðûâíûì ïðîäîëæåíèåì Cn. Íàïðèìåð,

C C C C
n

n
n

nw w� �� �L Lim , im .1 1

C C
n

nn n� Lim ,( ) ãäå n n� Lim ( ).
n

n

Èíäåêñû â ðÿäå (15) âçÿòû èç îãðàíè÷åííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà (14).
Ïóñòü òåïåðü Ã � L* — «íàòóðàëüíîå» ÷èñëî èç ðÿäà (14). Òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ «íàòóðàëüíîå» L òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n � L
áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: | | /Cn � 1 Ã. Ãëàâíûì ÿâëÿ-
åòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷èñëî L äîëæíî áûòü «íå î÷åíü áîëü-
øèì». Òî÷íåå, L äîëæíî ïðèíàäëåæàòü îãðàíè÷åííîìó ðÿäó (14)
è, çíà÷èò, L � L L L* * *, / ,... / ,...,2 m ãäå m — ëþáîå ÷èñëî èç (14). Ïî
òåîðåìå 4.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (15) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé
è îãðàíè÷åííîé ñíèçó ÷èñëîì 0.

Âûáåðåì èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (îòáðîñèâ îñòàëüíûå ÷ëåíû è ñäåëàâ ïåðåíóìåðàöèþ) òàê, ÷òî-
áû èìåëè ìåñòî íåðàâåíñòâà

C C Cn n1 2 2

1

10

1

10

1

10
� � �, ;... ,... .

Çàäàäèì òåïåðü íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî e � 1 / m, m — êîíå÷-
íîå íàòóðàëüíîå. Òîãäà ïðè ëþáîì

n M m
m

� 

�
� 

�
� � �1

1[ ]lg (16)

áóäåò èìåòü C mn � 1 / . Ïðàâóþ ÷àñòü (16) ìîæíî çàìåíèòü íà çàâåäî-
ìî áîëüøåå çíà÷åíèå m:

n M m
m

� 

�
� 

�
� �1

. (17)
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Áåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî Ã Lim�
k

km èç îãðàíè÷åííîãî ðÿäà

(14). Ïîëàãàåì L � Ã. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n � L èìååì

Cn � 1

Ã
.

Äåéñòâèòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

C C k
k k

km
n n� �L Lim ( ( )) im ,

1
èëè C k

mk

( ( ))n � 1

ïðè n( )k mk� . Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç (17). Òàêèì îáðàçîì, åñëè Ã âçÿ-
òî èç îãðàíè÷åííîãî ðÿäà, òî è L íàõîäèòñÿ òàêæå èç îãðàíè÷åííîãî
ðÿäà ( )L � Ã . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ÿäðà âåùåñò-
âåííîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Åñëè âåùåñòâåííîå ÷èñëî a çàäàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ [ , ]a bn n , òî ÿäðîì âåùåñòâåííîãî
÷èñëà a áóäåì íàçûâàòü èäåàëüíûé îáúåêò a*, î êîòîðîì ïî îïðåäåëå-
íèþ èçâåñòíî, ÷òî

à bn na� �* , (18)

ãäå à bn n, — ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííûå íåïðåðûâíûì ïðîäîëæå-
íèåì a bn n, íà ëþáûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ n.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çàïèñü (18) îçíà÷àåò, ÷òî

a a a a b b b b1 2 2 1� � � � � � � � � � � � �. . . . . . . . . . . . . . . . . .*
w n n wa . (19)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêò, îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâàìè (19), ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì. Çíà÷åíèÿ a a1,... . . .w è b b1,� �w åñòåñòâåííî íà-
çâàòü ïðèáëèæåííûìè a* (ñíèçó è ñâåðõó). Âñå îïåðàöèè ìåæäó ðà-
öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è ÿäðàìè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à òàêæå ìåæäó
äâóìÿ ÿäðàìè ââåäåì ÷åðåç èõ ïðèáëèæåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè b * —
ÿäðî ÷èñëà b � �

	� 	�
lim lim
n

n
n

nc d è

c c c d d d1 1� � � � � � � � � � �. . . . . . . . . . . . . . . . . .*
w n n wb ,

òî è ïîä ñóììîé a b* *� áóäåì ïîíèìàòü îáúåêò, î êîòîðîì èçâåñòíî,
÷òî

a c a c b d b d1 1 1 1� � � � � � � � � � � � �. . . . . . . . . . . .* *
n n n na b . (20)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì è äðóãèå îïåðàöèè. Çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ
ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ òåîðèåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàçëè÷èå òîëüêî
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïðèáëèæåíèé: òàì áûëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîðÿäêîâîãî òèïà 1, çäåñü — ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ïîðÿäêîâîãî òèïà 2. Èçëîæåííîå äàåò îñíî-
âàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúåêòû âèäà a* (òî åñòü ÿäðà âåùåñòâåííûõ
÷èñåë) òàêæå íàçûâàòü ÷èñëàìè.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè îáúåêòà, îïðåäåëÿåìîãî
íåðàâåíñòâàìè (18), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì:

Âòîðàÿ àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ. Åñëè îòíîñèòåëüíî äâóõ îáúåêòîâ a*

è b * èçâåñòíî, ÷òî

| |* *a b� � 1

G
(21)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà G, òî îáúåêòû
a* è b * ìåæäó ñîáîé ñîâïàäàþò: a b* *� .

Äàííàÿ àêñèîìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ÷èñëà (19)
äîñòàòî÷íî äëÿ åãî îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè. Òî÷íåå áûëî áû
ñêàçàòü íàîáîðîò: òî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ïðè ñòåïåíè ðàçðåøåíèÿ (19),
ìû è áóäåì íàçûâàòü åäèíñòâåííûì èäåàëüíûì îáúåêòîì a*.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ÿäðà èððàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ (19) åå âïîëíå ðåøàåò.
Îáúåêò (19) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñâîèõ ïðèáëèæå-
íèé. Äëÿ êàæäîãî èç ïðèáëèæåíèé èìååò ñìûñë îïåðàöèÿ ôîðñèðî-
âàíèÿ. Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 4.4. Åñëè îáúåêò a* óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

a a b b1 1� � � � � � � �. . . . . . . . . . . .*
n na ,

òî ïîä Fa* áóäåì ïîíèìàòü îáúåêò, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì

Fa Fa F Fb Fb1 1� � � � � � � �. . . . . . . . . . . .*
n na ,

ãäå F — îïåðàòîð ôîðñèðîâàíèÿ.
Èç ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { }an , { }bn ñëåäóåò êîð-

ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (îïåðàöèÿ ôîðñèðîâàíèÿ íå ìåíÿåò çíàêè
íåðàâåíñòâ). Êðîìå òîãî, èìååì

| |* *Fa a� � 1

G
,

ãäå G — ýòî ëþáîå «íàòóðàëüíîå» ÷èñëî. Â ñîîòâåòñòâèè ñî Âòîðîé
àêñèîìîé ðàçðåøåíèÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Fa a* *� . (Èíäåêñ f â
îáîçíà÷åíèè îïåðàòîðà îïóùåí.)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîáèëèñü ïîñòàâëåííîé öåëè è íàøëè îáú-
åêò, ôîðñèðîâàíèå êîòîðîãî íå ïðèâîäèò ê åãî èçìåíåíèþ. Â ýòîì
ñìûñëå ìû ìîæåì äåéñòâèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè êàæäîìó ýëåìåí-
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òàðíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, òî
îáúåêòó a* áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäåëüíî áîëüøàÿ ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ÿäðó âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóåò
òàêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, êîòîðóþ îïåðàöèåé ôîðñèðîâàíèÿ óâå-
ëè÷èòü óæå íåâîçìîæíî.

Îðåîëû è ÿäðà âåùåñòâåííûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü a bn n, —
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿ-
ùèåñÿ ê íóëþ:

lim lim
n

n
n

na b
	� 	�

� � 0âåù .

Ïðîäîëæèì èõ ïî íåïðåðûâíîñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç 0* — îáúåêò,
ëîêàëèçóåìûé ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (19). Äàííûé îáúåêò áóäåì ñ÷è-
òàòü ÿäðîì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà 0âåù . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì è ÿäðà
äðóãèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî ÿäðà è àáñîëþòíûå ÿäðà âåùå-
ñòâåííûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë — ýòî ðàçëè÷íûå îáúåêòû. Èõ ðàçëè-

÷èå òîãî æå ðîäà, êàê è ðàçëè÷èå ÷èñåë
1

3



�
� 
�
�

àáñ

è
1

3



�
� 
�
�

âåù

.

3. Îðåîëû è ÿäðà íåñîáñòâåííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � � è � �

Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëî � �âåù — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
íåîãðàíè÷åííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáñîëþòíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè÷åì ýêâèâàëåíòíîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ
òàê: ëþáûå äâå ïîëîæèòåëüíûå è íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Îáúåäèíèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëå-
íîâ. Äàííûå îáúåäèíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íî áîëüøèå
ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà. Èìåííî èç ýòèõ ÷èñåë è ñîñòîèò îáúåêò, îáî-
çíà÷àåìûé êàê � �âåù . Èíûìè ñëîâàìè, � �âåù ïðåâðàùàåòñÿ òåïåðü
â ñîâîêóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë òèïà

w w w w w ww� � �1 102 2, ,... ; ... ,...j j

è ò.ä. Ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü êàê «íàòóðàëüíûå» ÷èñëà, òàê è ÷èñëà,
êîòîðûå íåëüçÿ óïîðÿäî÷èòü îòíîñèòåëüíî «íàòóðàëüíûõ». Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò îðåîë íåêîòîðîãî ÿäðà.

Êàê òåïåðü îïðåäåëèòü ñàìî ÿäðî? Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê
è ñ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè: ïðèìåíèì ìíîãîêðàòíî îïåðàòîðû
ôîðñèðîâàíèÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòàðíîìó ÷èñëó èç îðåîëà � �âåù .
Íàïðèìåð, ê ÷èñëó w. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê öåïî÷êå «íàòóðàëüíûõ»
÷èñåë

w w w ww� � � � � � �1 2... .. . . . . .
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Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ÷åì ïðàâåå ÷èñëî íàõîäèòñÿ â ýòîé öåïî÷-
êå, òåì îíî áëèæå ê ÿäðó. Ïîýòîìó îïðåäåëèì ÿäðî òàêèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 4.5. ßäðîì ÷èñëà � �âåù áóäåì íàçûâàòü èäåàëüíûé

îáúåêò � �*, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî îí áîëüøå ëþáîãî áåñêîíå÷íî

áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà L, ò.å. ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

L � �*. (22)

Îðåîë è ÿäðî ÷èñëà ( )� � âåù îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4. ßäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êàê ÷èñëà, îáðàçóþùèå ïîëå,
èçîìîðôíîå ïîëþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ÿäðà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ñàìîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, åñëè îïè-
ðàòüñÿ íà êîíöåïöèþ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Îòëè÷èå ñîñòîèò
òîëüêî â òîì, ÷òî òåïåðü ìû äîëæíû ïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè, ïðîäîëæåííûìè ïî íåïðåðûâíîñòè. Ïîýòîìó âñå îïåðàöèè
íàä ÿäðàìè ìû ââåëè, ïîëüçóÿñü ýòîé àíàëîãèåé.

Ïóñòü a* è b * — ÿäðà äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b. Ïîä ñóì-
ìîé ( )* *a b� ïîíèìàåòñÿ îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà (20).

Âîçüìåì òåïåðü âåùåñòâåííîå ÷èñëî ( )a b� è îïðåäåëèì åãî
ÿäðî ( ) *a b� . Èç ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ñëåäóåò: åñëè àn — íå-
ïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }àn , à bn — ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { }bn , òî ÷èñëî ( )a bn n� áóäåò íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }a bn n� . Ïîýòîìó äëÿ ÿäðà ( )a b� èìååì

a c b dn n n na b� � � � �( ) * . (23)

Ñðàâíèâàÿ (20), (23), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî

( ) * * *a b a b� � � .

Àíàëîãè÷íî

( ) * * *a b a b� � � , ( ) * * *a b a b� � � ,
a

b

a

b




�
��



�
�� �

* *

*
.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå b � 0âåù .
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó åãî

ÿäðî. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.3. Ñîâîêóïíîñòü ÿäåð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïî-

ëå, èçîìîðôíîå ïîëþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ïîêàçàëî, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî, îêðóæåííîå îðåîëîì. Îðåîë — ýòî ñêîïëåíèå
ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, à âîò ÿäðî — ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ êàê îò ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, òàê è îò àáñîëþòíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë, çàäàííûõ èçíà÷àëüíî. ßäðî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà —
÷èñëî íîâîé ïðèðîäû. Èìåííî ïîäîáíûå ÷èñëà íåîáõîäèìû áóäóò äëÿ
äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé. Êîíå÷íî, îäíèõ òîëüêî ÿäåð âåùåñòâåííûõ
÷èñåë íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà. Òðåáóåòñÿ
îïèñàòü âñþ ÷èñëîâóþ îáëàñòü íîâûõ ÷èñåë, â êîòîðóþ ÿäðà âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë âîøëè áû êàê ÷àñòü, ïîäîáíî êàðêàñó íåêîòîðîé êîíñòðóê-
öèè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.

Ïóñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ êàê èäåàëüíûé îáúåêò,
êîòîðûé ëîêàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Ñîãëàñíî Ïåðâîé àêñèîìå ðàçðåøåíèÿ, ñòÿãèâàþùèåñÿ îòðåçêè îï-
ðåäåëÿþò âåùåñòâåííîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îáðàòíîå íå-
âåðíî. Ñóùåñòâóþò äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ, êîòîðûå
ïðèâîäÿò ê òîìó æå ñàìîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó. Ïîýòîìó â êà÷åñò-
âå àëüòåðíàòèâíîãî âàðèàíòà ñàìî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ìîæíî îïðå-
äåëÿòü ÷åðåç êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîîðäèíàò äàííûõ îòðåçêîâ.

Ìû îïðåäåëÿëè ÿäðî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ, ïðîäîëæåííûå ïî íåïðåðûâíîñòè.
Íîâàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿòü ÿäðî àëü-
òåðíàòèâíûì îáðàçîì — ÷åðåç êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûì
îòâå÷àþò êîîðäèíàòû ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ, ïðîäîëæåííûå ïî
íåïðåðûâíîñòè è, âî-âòîðûõ, ñíÿòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè è ïî-
ñòðîèòü ÷èñëîâóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ áûëà áû øèðå, ÷åì îáëàñòü, èçî-
ìîðôíàÿ îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

A A A A An v1 2, ... ,... ,... . . .w

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà G, ïðèíàäëåæàùå-
ãî ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî L èç òîãî
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Íåàðõèìåäîâà ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà

§ 5. Îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

1. Îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë



æå íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ÷òî äëÿ ëþáûõ m, v � L áóäóò èìåòü ìåñòî

íåðàâåíñòâà

| | , /A Avm g g� � � 1 G.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

A A A A A

B B B B B

n v

n v

1 2

1 2

, ... ,... ,... . . .

, ... ,... ,... . . .

w

w

áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî «íàòóðàëüíîãî» ÷èñ-

ëà G � 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð L, ÷òî äëÿ ëþáîãî v � L áóäåò èìåòü

ìåñòî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

� �À Âv v� � �g g, /1 G.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà 2 ÿâëÿåò-

ñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýêâèâàëåíòíàÿ åé,
òàêæå áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ïîðÿäêîâîãî òèïà 2 áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííûì

÷èñëîì. Óêàçàííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îí ñîäåðæèò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü { }Àv , îáîçíà÷èì êàê

s � limit
v

vA . (1)

Îïðåäåëåíèå 5.4. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñó-

ùåñòâåííîìó ÷èñëó s áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåíèÿìè s, à ÷èñëî s
ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }An — ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå óòî÷-

íåíèÿ íàçâàíèÿ: íàïðèìåð, î s áóäåì ãîâîðèòü, êàê î ïðåäåëå â
ñìûñëå limit èëè êàê î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðÿäêîâîãî
òèïà 2 è ò.ä.

Îáúåêòû (1) íàçâàíû ñóùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Äëÿ îïðàâäàíèÿ
òàêîãî íàçâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ìåæäó äàííûìè îáúåêòà-
ìè ìîæíî ââåñòè àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà.
Êðîìå òîãî, ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü âîïðîñ î òîì, êàê íîâûå îáúåê-
òû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ÷èñëàìè, êîòîðûå ìû óæå ââåëè, ò.å. ñ àáñî-
ëþòíûìè ðàöèîíàëüíûìè è ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè, à òàêæå ñ ÿä-
ðàìè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå äàííûõ âîïðîñîâ íèêàêèõ òðóäíîñòåé íå âûçûâàåò. Åãî
ìîæíî èçëîæèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå.
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Îïðåäåëåíèå 5.5. Ñóùåñòâåííûì íóëåì 0ñóù áóäåì íàçûâàòü
êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { }àv ïîðÿäêîâîãî òèïà 2 òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî «íàòóðàëüíîãî» ÷èñëà G íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð L èç íà-
òóðàëüíîãî ðÿäà òèïà 2, ÷òî äëÿ ëþáûõ v � L áóäåò èìåòü ìåñòî
óñëîâèå

� �av � �g g, /1 G.

Áîëåå êîðîòêî ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî èçëîæèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ñóùåñòâåííûì íóëåì íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ÷èñëî,
ðàâíîå

0 0 0ñóù ýë àáñlimit limit L� �
v v n

im .

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïîä ñóììîé, ðàçíîñòüþ, ïðîèçâåäåíèåì è ÷àñò-
íûì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { }, { }à bv v ïîðÿäêîâîãî òèïà 2 ïîíèìà-
þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ }, { }, { },a b a b a bv v v v v v
v

v

a

b
� � �

�
�
�

 
!
"
.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî bv � 0.
Òåîðåìà 5.2. Ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíäàìåíòàëü-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òèïà 2 òàêæå áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ òèïà 2. ×àñòíîå äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé { }, { }à bv v áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíäàìåíòàëüíîé,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }bv íå âõîäèò â ñîñòàâ ñóùåñòâåííîãî íóëÿ,
ò.å. limit ñóù

v
vb � 0 .

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åíà. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî v

| | , | |a M b Mv v� � .

Çàäàäèì ñêîëü óãîäíî ìàëîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî g � 0, g � 1 / G,
G— «íàòóðàëüíîå». Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå L, ÷òî ïðè ëþáûõ v,m � L

| | , | |a a b bv v
M M

� � � �m m
g g

2 2
.

Îòñþäà
| |a b a bv v � �m m g.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ñõåìó [101], ìîæíî
ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâà è îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ. �

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåãî îïðåäåëå-
íèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5.7. Åñëè

a b� �limit limit
v

v
v

va b,

— äâà ñóùåñòâåííûõ ÷èñëà, òî ïîä èõ ñóììîé, ðàçíîñòüþ, ïðîèçâåäåíè-
åì è ÷àñòíûì áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèå ñóùåñòâåííûå ÷èñëà:

a b

a b

a

b

� � �

� � �

�

limit

limit

limit

v
v v

v
v v

v

v

v

a b

a b

a

b

( ),

( ),

.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî bv � 0.
Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïðèìåì, ÷òî ÷èñëà

a b� �limit limit
v

v
v

va b,

ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð L, ÷òî äëÿ ëþáûõ
v � L ïðèáëèæåíèÿ av è bv ìåæäó ñîáîé ñðàâíèìû è çíàê íåðàâåíñòâà
ñ óâåëè÷åíèåì v íå ìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííûå ÷èñëà
áóäåì ñ÷èòàòü íåñðàâíèìûìè ìåæäó ñîáîé.

Íàïðèìåð, a b� , åñëè a bv v� ïðè v � L. Êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì,
÷òî äàííàÿ çàïèñü ýêâèâàëåíòíà çàïèñèb a� , êðîìå òîãî, a b� , åñëè
a b� è a b� . Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî a ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
a � 0 è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî L ïðèáëèæåíèÿ a ïîëîæèòåëüíû, ò.å.
av � 0 ïðè v � L. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.3. Åñëè a � 0, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà v � L
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ av � 0. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, limit 1 0/v � , õîòÿ äëÿ ëþáûõ v � 1
1 0/ v � .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ìåæäó ñóùåñò-
âåííûìè ÷èñëàìè è àáñîëþòíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå çàäàíû èçíà-
÷àëüíî.

Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

a � � �r a r
v

vàáñ àáñlimit Lim( ).

Îáðàçóåì òåïåðü ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî
òèïà 2, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ðàâåí Lim àáñ

n
r . Êëàññ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè, â êîòîðûé âõîäèò äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáîçíà÷èì
êàê rñóù :

r r
v n

ñóù àáñlimit Lim� .

55

Íåàðõèìåäîâà ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà



Î÷åâèäíî, ÷òî
r ràáñ ñóù ñóù� �0 .

Èç äàííîãî ðàâåíñòâà, êîíå÷íî, íå ñëåäóåò, ÷òî

r ràáñ ñóù ñóù� � 0 ,

à ñëåäóåò òîëüêî ðàâåíñòâî

r rñóù ñóù ñóù� �0 .

Íàïðèìåð, 1àáñ è 1ñóù — ýòî ðàçëè÷íûå ÷èñëà: 1àáñ — èçíà÷àëüíî çà-
äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 1ñóù — êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè (1), â êîòî-
ðûé âõîäèò ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Lim àáñ1 . Çäåñü ìû
èìååì òàêóþ æå ñèòóàöèþ, ÷òî è â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðàçîì. Åñëè àáñîëþòíîå, èçíà÷àëüíî çà-
äàííîå ÷èñëî ïîïàäàåò â ìèð ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë è íà÷èíàåò ñ íèì
âçàèìîäåéñòâîâàòü, òî îíî êàê áû îêðàøèâàåòñÿ îò ýòîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ è íà÷èíàåò âûãëÿäåòü óæå êàê ëþáîå äðóãîå ñóùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî. Ïðè÷åì íèêàêèìè îáðàòíûìè îïåðàöèÿìè «ñíÿòü» ïðèîáðåòåí-
íóþ «îêðàñêó» — «îêðàñêó» ñóùåñòâåííîñòè — óæå íåâîçìîæíî. Ïî-
ýòîìó äàëåå, ãäå ýòî âîçìîæíî, ÷èñëà ràáñ è rñóù ìû ðàçëè÷àòü íå
áóäåì.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ÿäðàì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5.4. ßäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðèíàäëåæàò ê îáëàñòè ñó-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé rn: a �

	�
lim
n

nr .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà Míàéäåòñÿ äðóãîå
êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ p g, � N
áóäóò èìåòü ìåñòî óñëîâèÿ

| | /r rp g� � 1 M. (2)

Ïðîäîëæèì ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ïî íåïðåðûâíîñòè äî
íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

r r r r r r v rn1 2
2, ... ,... ( ),... ( ) ... ( ) ... ( ) ...w w m .

Çäåñü
r r n r v r v n

n n
( ) ( ),... ( ) ( ( ))...w

w w
� �

	 	
Lim Lim . (3)

Èç óñëîâèé (2), (3) ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü íåñ÷åòíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ôàêò íå çàâèñèò
îò òîãî, èñïîëüçóåì ìû îãðàíè÷åííóþ èëè íåîãðàíè÷åííóþ âåð-
ñèþ «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà. Äîêàçàòåëüñòâî ôàêòè÷åñêè òàêîå æå, êàê
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è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ââåñòè ñóùåñòâåííîå ÷èñëî

s � limit
v

r v( ).

Äàííîå ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a �
	�
lim
n

nr . �

Îïåðàöèè ìåæäó ÿäðàìè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ñóùåñòâåííûìè
÷èñëàìè â îñîáûõ îïðåäåëåíèÿõ íå íóæäàþòñÿ è äåëàþòñÿ ïî îáùèì
ïðàâèëàì.

Èòàê, ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âûäåëÿþòñÿ èç îáëàñòè ñóùåñò-
âåííûõ ÷èñåë îäíèì ïðèçíàêîì — óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè (3).
Äëÿ ÿäðà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåñ÷åòíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü åãî ïðèáëèæåíèé áûëà íå ïðîñòî ôóíäàìåíòàëüíîé, íî
òàêîé, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì
îáû÷íîé (ñ÷åòíîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà òðåáóåòñÿ òîëüêî ôóí-
äàìåíòàëüíîñòü íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåç ïðèíÿòèÿ êà-
êèõ-ëèáî óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÷ðåçâû÷àéíî
ðàñøèðÿåò ÷èñëîâóþ îáëàñòü. Â íåå ÷åðåç ñòàöèîíàðíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âõîäÿò âñå ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà A rnýë Lim� :

A A r
v v n

nñóù ýëit limit Lim� �lim .

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê êàð-
êàñ ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë è ÿâëÿ-
åòñÿ óæå ïîëíûì. Ëþáàÿ íåñ÷åòíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòàðíûõ èëè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë áóäåò â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñõîäÿùåéñÿ. (Äîêàçàòåëüñòâî îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë áóäåò äàíî íèæå.) Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì ïðî-
ñòðàíñòâî ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è áåñêîíå÷íî-
ìåðíûì.

2. Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëåíî ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ïîòðåáíîñòü âî ââåäåíèè àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèÿ åñòü è â îáëàñ-
òè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Çäåñü, ïðàâäà, âîçíèêàåò òåðìèíîëîãè÷å-
ñêàÿ òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî â ýòîé îáëàñòè
åñòü àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà. Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì
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îäíó õàðàêòåðèñòèêó óêàçàííûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñîîòíåñòè
èõ ñ êîíå÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ñóùåñòâåííîå ÷èñëî s áóäåì íàçûâàòü îãðàíè-
÷åííûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî L, ïðèíàäëåæàùåå ïðîäîëæåííîìó
íàòóðàëüíîìó ðÿäó, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî | |s � L.

Îãðàíè÷åííûå ÷èñëà â ñóùåñòâåííîé îáëàñòè àíàëîãè÷íû êî-
íå÷íûì ÷èñëàì â âåùåñòâåííîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ îáúåêòà, êîòîðûé ïî îòíîøåíèþ ê îã-
ðàíè÷åííûì ÷èñëàì ñóùåñòâåííîé îáëàñòè èãðàë áû òó æå ðîëü, ÷òî
è îáúåêò «áåñêîíå÷íîñòü» �âåù ïî îòíîøåíèþ ê êîíå÷íûì ÷èñëàì
âåùåñòâåííîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { / }1 av ïîðÿäêîâîãî

òèïà 2 òàêèõ, ÷òî limit ñóù
v

va � 0 è 1/ av ñóùåñòâóþò, áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê �ñóù è íàçûâàòü áåñêîíå÷íîñòüþ â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äàííûé êëàññ áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü êàê 1 0/ ñóù è îòíîñèòü ê
îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íåîá-
õîäèìî ïîä÷åðêíóòü îñîáî, òî áóäåì ãîâîðèòü î ðàñøèðåííîé îáëàñ-
òè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 5.11. Ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { }bv ê êëàññó �ñóù áóäåì îòìå÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

limit ñóù
v

vb � � , èëè bv 	 �ñóù .

Î ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }bv áóäåì ãîâîðèòü êàê î ïóòè, âå-
äóùåì ê �ñóù . Íàïðèìåð,

limit ñóù
v

v � � , limit ñóù
v

v( ) ,� � � limit ñóù
v

v( )� � � �1 3n .

Îïðåäåëåíèå 5.12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }av ïîðÿäêîâîãî òèïà 2

íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî èíäåêñà L äëÿ
ëþáûõ v � L ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàâíèìû ñ íóëåì è av � 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }av íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü { }�av ïîëîæèòåëüíà.

Ïóñòü L — ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî
ðÿäà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, åñëè íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî èíäåêñà åå ÷ëåíû ñðàâíèìû ñ íóëåì è äëÿ ëþáîãî L
ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâà èíäåêñà m è g òàêèå, ÷òî am � 0 è ag � 0 ïðè
m g, � L.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ íåñðàâíèìîé ñ íóëåì, åñëè äëÿ
ëþáîãî L íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî v � L òàêîå, ÷òî ÷èñëî av áóäåò
íåñðàâíèìî ñ íóëåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè ïðèçíàêàìè
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ðàçîáüåì êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �ñóù íà ÷åòûðå ïîäêëàññà, êî-
òîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç � � � � � ��

ñóù ñóù ñóù ñóù, , , 0 .
Åñëè av 	 �ñóù è, êðîìå òîãî, èçâåñòåí õàðàêòåð ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè { }av , òî âìåñòî �ñóù áóäåì óêàçûâàòü îáîçíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîäêëàññà. Íàïðèìåð,

limit limit

limit

ñóù ñóù

ñóù

v v

v

v

v v

v

� � � � � � �

� � � �

, ( ) ,

( )1 3 � � � �; .limit ñóù
v

j v 2 0
(4)

Îáúåêò � �ñóù ñîâïàäàåò ñ îáúåêòîì � �*, êîòîðûé â ï. 3 § 4 áûë

ââåäåí êàê èäåàëüíûé.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè áåñêîíå÷íîñòü â îáëàñòè âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ � � ��, è � �, òî
çäåñü èìååì ÷åòûðå ñîñòàâëÿþùèå � � � � � �ñóù ñóù ñóù, , è �ñóù

0 .

Ïðè ýòîì ïîäêëàññ �ñóù
0 ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêèé. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî

ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îáëàñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé (è, çíà÷èò, ñâîäèòñÿ ê âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé), â òî âðåìÿ êàê îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë óïîðÿäî÷åíà
òîëüêî ÷àñòè÷íî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíîå îáðàçî-
âàíèå.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (4) ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: êóäà, ñîáñò-
âåííî, ñòðåìèòñÿ ïåðåìåííàÿ v â çàïèñè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà limit

v
.

Îòâåò òàêîé: ïåðåìåííàÿ v ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè � �ñóù .

Ïîýòîìó èñõîäíîå îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà ìîæíî óòî÷íèòü òàêèì îá-
ðàçîì:

limit limit
ñóùv

v
v

vb b�
	��

.

Èíäåêñ «ñóù» è çíàê «+» áóäåì îïóñêàòü.

3. Äåëèòåëè íóëÿ è ÷èñëà, îáðàòíûå äåëèòåëÿì íóëÿ

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè îáëàñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë âèäà
À a

n
n� Lim , ãäå { }an — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîäîáíî òîìó, êàê àáñîëþòíûå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà r âõîäÿò â îáëàñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîñðåäñòâîì ïðîöåäó-
ðû r r

n
âåù �

	�
lim , òàê è êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî À âõîäèò â îáëàñòü

ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîñðåäñòâîì ïðîöåäóðû

À A
v

ñóù limit� .
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Ïðîùå ãîâîðÿ, ÷èñëó Àñóù îòâå÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé
ñîäåðæèò ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }À è ìíîæåñòâî äðóãèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { }Àv� òàêèõ, ÷òî

limit ñóù
v

vA A( )� �� 0 .

Âîçüìåì, íàïðèìåð, äâà ýëåìåíòàðíûõ ÷èñëà

1

2

1

2

� �j j
, ,

ãäå ïî-ïðåæíåìó j
n

n� � �Lim( )1 1. Ïåðåéäåì ê ñóùåñòâåííûì ÷èñëàì

b b1 2
1

2

1

2
� �� �

limit limit
v v

j j
, .

Î÷åâèäíî, ÷òî b b1 2 0� � ñóù , ò.å. b b1 2, — äåëèòåëè íóëÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë âêëþ÷àåò â ñåáÿ äåëèòåëè íóëÿ.

Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ÷èñëà, îáðàòíûå äåëèòåëÿì íóëÿ? Ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü, âçÿâ çà îáðàçåö ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÷èñëà 1 0/ ñóù . Ïðèìåì
ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 5.13. Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { / }1 àv ïîðÿäêîâîãî

òèïà 2 òàêèõ, ÷òî

limit
v

va � b,

ãäå b — äåëèòåëü íóëÿ è îáðàòíûå âåëè÷èíû 1 / av ñóùåñòâóþò, áóäåì
ñ÷èòàòü ÷èñëîì, îáðàòíûì äåëèòåëþ íóëÿ b, è îáîçíà÷àòü êàê 1 / b:

1 1
0

b
� �limit

v
v

v
a

a, .

Íàïðèìåð, ïóñòü

b � limit Lim
v n

( , , , ,...)1 0 1 0 . (5)

×èñëî Lim
n

( , , , ,...)1 0 1 0 îáðàòíîãî íå èìååò, ïîýòîìó åãî íåëüçÿ èñ-

ïîëüçîâàòü â êîíñòðóêöèè 1/b. Îäíàêî â êëàññ (5) âõîäèò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü
1

1 0 1 0
v v
� Lim( , , , ,...), êîòîðàÿ óæå èìååò îáðàòíóþ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

1 1

1 1

3

1 3
2

b
� �

� � �
limit Lim

v n

v

v

v

v
v v n

( )

( )

( )

( )
, ( ), , ( ),...�

�
��
,

ãäå
v v n v v v n

n n
� �Lim Lim( ) ( ( ), ( ),... ( ),...)1 2 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà, îáðàòíûå äåëèòåëÿì íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ íåîã-
ðàíè÷åííûìè. Òåì íå ìåíåå â ñîñòàâ áåñêîíå÷íîñòè �ñóù äàííûå
÷èñëà íå âõîäÿò. Ýòî ñóòü íîâûå îáúåêòû, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûäå-
ëèòü â îòäåëüíóþ êàòåãîðèþ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëà äàííîé êàòå-
ãîðèè èìåþò äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè èìåþò
îáùèå ÷åðòû ñ îãðàíè÷åííûìè ñóùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ñ äðóãîé —
îáùèå ÷åðòû ñ áåñêîíå÷íîñòüþ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì åñòü âñå îñíîâàíèÿ îãðàíè÷åííûå
ñóùåñòâåííûå ÷èñëà òàêæå ðàçáèòü íà îòäåëüíûå êàòåãîðèè. Ê ïåð-
âîé êàòåãîðèè îòíåñåì ÷èñëî 0ñóù , êî âòîðîé — äåëèòåëè íóëÿ,
ê òðåòüåé — îñòàëüíûå îãðàíè÷åííûå ÷èñëà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Âûøå ìû èñïîëüçî-
âàëè îäèí è òîò æå ñèìâîë «limit» äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) ñõîäÿùèõñÿ ê îãðàíè÷åííûì ñóùåñòâåííûì ÷èñëàì, íàïðèìåð

limit ñóù
v

v

v	�

� �1
1 ;

2) îáðàçóþùèõ áåñêîíå÷íîñòü:

limit ñóù
v

v
	�

� �2 ;

3) îáðàçóþùèõ ÷èñëà, îáðàòíûå äåëèòåëÿì íóëÿ:

limit
v

va	�
�1
y.

Èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ÿñíî, êàêîìó èìåííî óñëîâèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë «limit». Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ
îáîçíà÷åíèÿìè èìååò ìåñòî è â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå, íàïðèìåð

0 1 1
1 1 1

âåù âåù� � �

�
� 

�
� � �


�
�

	� 	� 	�
lim , lim lim
n n

n

nn n n
å


�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

� �

�
� 

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�	�

n

n

n

n

n
n

1

1

2

21lim .

Îäíàêî

� � � �

�
� 

�
� � �

	� 	� 	�
âåù lim lim lim( )

n n n
n n n n

n

1
2

2 .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîáàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1
2

n

�
�
�

 
!
"

ðåçóëüòàòà íå

ìåíÿåò. Íî äîáàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }n2 ìåíÿåò ðåçóëüòàò
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êà÷åñòâåííî â ïåðâîì ñëó÷àå, à âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå íå ìåíÿåò.
Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííûõ ïðèìåðàõ ñèìâîë «lim» ñîîòâåòñòâóåò
ðàçíûì óñëîâèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè.

4. Ñâîéñòâà ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ, âêëþ÷àÿ è íåêîòîðûå
ñâîéñòâà, êîòîðûå óæå óïîìèíàëèñü. Â îáëàñòè îãðàíè÷åííûõ ñóùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë

1) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðûå îáëà-
äàþò ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâ-
íîñòè;

2) åñòü íóëü è åäèíèöà:

0 0 0 1 1ñóù ýë àáñ ñóù ýëlimit limit Lim limit limit� � � �
v v n v

;
v n

Lim àáñ1 ;

3) êàæäîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî a èìååò ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî
( )�a è îáðàòíîå ÷èñëî a�1, åñëè a � 0 è a — íå äåëèòåëü íóëÿ:

a a a a� � � � ��( ) ,0 11
ñóù ñóù .

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë îáðàçóåò ÷èñëîâîå
ïîëå. Äàëåå,

4) ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî À âõîäèò â îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë ÷åðåç ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê îáúåêò limit

v
A.

Íàïðèìåð,
j j

v v n

n
ñóù limit limit Lim� � � �( )1 1

(èíäåêñ áóäåì îïóñêàòü);
5) â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë îòñóòñòâóþò à) äóàëüíàÿ åäè-

íèöà ( , )J J� �0 02 , á) ìíèìàÿ åäèíèöà ( )i2 1� � ; íî ñîäåðæàòñÿ:
â) äâîéíûå åäèíèöû è äåëèòåëè íóëÿ; ã) ÷èñëà, ñðàâíèìûå è íåñðàâ-
íèìûå ìåæäó ñîáîé; ä) ïîäîáëàñòü, èçîìîðôíàÿ ïîëþ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë (ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë).

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîé;

6) â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò ìåñòî àêñèîìà Àðõèìå-
äà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà Ïåðâîé àêñèîìå ðàçðåøåíèÿ. Â îáëàñòè
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë àêñèîìà íå äåéñòâóåò, ïîýòîìó äàííàÿ îáëàñòü
íå ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâîé. Âçàìåí àêñèîìû Àðõèìåäà çäåñü äåéñòâóåò
Âòîðàÿ àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ.

Îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë:
7) ñîäåðæèò àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìà-

ëûå ÷èñëà;

62

Ã ë à â à 2



8) äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíîé, ò.å. êàæäàÿ íåñ÷åòíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë (ïîðÿäêîâîãî òèïà 2) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåé-
ñÿ. (Ñõîäèìîñòü íåñ÷åòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ñëåäóåò èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë.) Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî ñ÷èòàòü
íåïðåðûâíîé (ñïëîøíîé).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî
9) îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ñëå-

äóþùèõ íåîãðàíè÷åííûõ ÷èñåë: 10) �ñóù è åãî ñîñòàâëÿþùèõ; ÷èñëî
�ñóù (áåñêîíå÷íîñòü) ñòðîèòñÿ êàê ÷èñëî, îáðàòíîå ÷èñëó 0ñóù ; 20) ÷è-
ñåë, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ êàê ÷èñëà, îáðàòíûå äåëèòåëÿì íóëÿ.

§ 6. Íåàðõèìåäîâà (ñóùåñòâåííàÿ) ïðÿìàÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàññìîòðåííîé ÷èñëî-
âîé îáëàñòè âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äàííîé îá-
ëàñòè îò îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîèò íå ñòîëüêî â íåàðõè-
ìåäîâîñòè, ñêîëüêî â åå ðàçìåðíîñòè. Îáëàñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
îäíîìåðíà, ò.å. ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé. Îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë — ìíîãîìåðíà. Çäåñü
åñòü òîëüêî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Åñëè â ýòó îáëàñòü äîáàâèòü ìíèìóþ
åäèíèöó (à ðàíî èëè ïîçäíî ýòî ïðèäåòñÿ ñäåëàòü), òî äàëåå (â § 8) áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ
ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà.

Íåàðõèìåäîâ àíàëèç áóäåì ñòðîèòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáðàç-
öà êëàññè÷åñêèé àíàëèç. Ïîýòîìó â ðÿäå îïðåäåëåíèé óäîáíåå áðàòü
íå âñþ ìíîãîìåðíóþ îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, à òîëüêî åå îäíî-
ìåðíóþ ïîäîáëàñòü, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü íåàðõèìåäîâîé (ñóùå-
ñòâåííîé) ïðÿìîé. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
êîòîðàÿ ïðîíèçûâàåò ìíîãîìåðíóþ îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Â ôèçè÷åñêîì (òî÷íåå, àðèôìåòè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ïîñòðîèòü ñêîëüêî óãîäíî ïðÿìûõ. Ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî, ïî-
ýòîìó âñå ïîäîáíûå ïðÿìûå áóäóò ðàâíîïðàâíûìè. Â ïðîñòðàíñòâå
æå ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ýòî íå òàê. Çäåñü ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîëüêî
óãîäíî ïðÿìûõ (ò.å. ÷èñëîâûõ ïîäîáëàñòåé ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì).
Íî èç âñåõ ýòèõ ïðÿìûõ åñòü òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ (îñü), êîòîðàÿ îò-
ëè÷àåòñÿ îò âñåõ îñòàëüíûõ ïðèíöèïèàëüíî. Ýòî îñü, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò â ñåáå èçíà÷àëüíî çàäàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ýòàëîííîå
÷èñëî w.

Äàííóþ ïðÿìóþ áóäåì íàçûâàòü íåàðõèìåäîâîé (ñóùåñòâåííîé)
ïðÿìîé èëè ÷èñëîâîé îñüþ. Èìåÿ â âèäó, ÷òî îñü ïðèíàäëåæèò ìíî-
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ãîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
íàïðàâëåíèå îñè — ýòî ìàãèñòðàëüíîå íàïðàâëåíèå â óêàçàííîì
ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ãë. 11).

Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëîâîé ïðÿìîé (÷èñëîâîé ïîäîáëàñòè) áóäåì
ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: ÷èñëîâàÿ ïîäîáëàñòü
10) ÿëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé;
20) ñîäåðæèò â ñåáå ïðîäîëæåííûé íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë;
30) îáðàçóåò ÷èñëîâîå ïîëå;
40) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåðàçðûâíîñòè: åñëè â îáëàñòè ñóùåñò-

âåííûõ ÷èñåë íàõîäèòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå ìîæåò áûòü îòíåñåíî ê
÷èñëîâîé ïîäîáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 10–30, òî äàí-
íîå ÷èñëî â óêàçàííóþ ïîäîáëàñòü âêëþ÷àåòñÿ.
Êàê ñëåäñòâèå, ðàññìàòðèâàåìîå ÷èñëîâîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò

50) óñëîâèþ ïîëíîòû: åñëè ïîëþ ïðèíàäëåæèò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà 2, òî åìó ïðèíàäëåæèò è ïðåäåë ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè;

60) ïîëå ñîäåðæèò â ñåáå ïîäïîëå, èçîìîðôíîå ïîëþ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë è íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ è, çíà÷èò, äâîéíûõ åäèíèö.
Êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîé ïîäîáëàñòè èìååò ìåñòî àíàëîã
àêñèîìû Àðõèìåäà;

70) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ïîäîáëàñòè 0 � �a b âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî L èç
ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà òàêîå, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî
íåðàâåíñòâî L � �a b.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Îïûò êëàññè÷å-

ñêîãî àíàëèçà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí îòíîøåíèþ äâóõ ÷èñåë èç
íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïðè÷åì äàííîé ïðÿìîé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ïîòðåáíîñòåé êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Êàçà-
ëîñü áû, ÷òî, ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë, ìû
äîëæíû ïðèéòè ê àíàëîãè÷íîìó ðåçóëüòàòó, ò.å. ê íåàðõèìåäîâîé ïðÿ-
ìîé, êîòîðàÿ îáåñïå÷èò âñå ïîòðåáíîñòè íåàðõèìåäîâà àíàëèçà. Îä-
íàêî ýòî íå òàê. Ïîýòîìó ïîïîëíåíèå «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë ìû íå
áóäåì íàçûâàòü íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, à ïðèìåì, ÷òî îïåðàöèÿ ïî-
ïîëíåíèÿ — ýòî òîëüêî øàã â ñîçèäàíèè ýòîé ïðÿìîé. Èòàê,

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïðèìåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë
âèäà

s r� limit
v

v , (1)

ãäå rv — ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë,
ïðèíàäëåæèò ê íåàðõèìåäîâîé (ñóùåñòâåííîé) ïðÿìîé ïî îïðåäåëåíèþ.
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Ñîâîêóïíîñòü «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîé. Ïîýòîìó ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì áóäåò è åå ïîïîëíåíèå
(1). Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò è îñòàëüíûì
óñëîâèÿì, êîòîðûå ïðèíÿòû äëÿ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñèìâîë «limit» îáúåäèíÿåò êëàññ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áëèçêèõ äðóã ê äðóãó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
5.3. Îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ äàííîìó êëàññó, äîëæíà áûòü îáÿçàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ «ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë». Îïðåäåëåíèå 6.1 òðåáóåò òîëüêî, ÷òî-
áû õîòÿ îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýòîãî êëàññà áûëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë.

Äàëåå âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë åñòü ïîäîáëàñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ÿäåð âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äàííàÿ ïîäîáëàñòü èçîìîðôíà îáëàñòè âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë è, çíà÷èò, îáëàäàåò âñåìè èõ ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè,
îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé. Íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà äâà
âîïðîñà: 1) ñîäåðæèò ëè ñîâîêóïíîñòü (1) ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë?
2) â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà, íåîáõîäèìî ïîíÿòü, ìîæíî ëè
ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë óïîðÿäî÷èòü îòíîñèòåëüíî ÷èñåë âèäà (1).
Îòâåò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.1. ×èñëîâàÿ îáëàñòü (1) ñîäåðæèò ÿäðà òîëüêî ðàöèî-
íàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è íå ñîäåðæèò ÿäåð èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
ßäðà âåùåñòâåííûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû îò-
íîñèòåëüíî ÷èñåë âèäà (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñî-
ñòàâ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàëåå ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòàí-
äàðòíîé ÷àñòè ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü s — íåêîòîðîå êîíå÷íîå ñóùåñòâåííîå
÷èñëî. Åñëè íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå èëè èððàöèîíàëüíîå âåùåñòâåííîå

÷èñëî a ñ ÿäðîì a* òàêîå, ÷òî ðàçíîñòü | |*s a� áóäåò ÷èñëîì áåñêî-

íå÷íî ìàëûì, âêëþ÷àÿ íóëü, òî a* áóäåì ñ÷èòàòü ñòàíäàðòíîé ÷à-
ñòüþ s:

a s* � st . (2)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòàíäàðòíîé ÷àñòüþ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë áóäåì
ñ÷èòàòü îáúåêò �ñóù .

Íåòðóäíî óêàçàòü ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíîé ÷àñòè
ëþáîãî «ðàöèîíàëüíîãî» ÷èñëà r:

r
w

�
	

Lim
n

P n

Q n

( )

( )
;
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çäåñü P è Q — «öåëûå» ÷èñëà, ò.å. ðàçíîñòè «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë,
Q � 0. Íàïðèìåð,

r
w

�
	

�

�
Lim
n

n

n

n n

n n

3 2

7 8

3

100
.

Ïîäñ÷èòàåì ñëåäóþùèé ïðåäåë (â îáû÷íîì ñìûñëå êëàññè÷å-
ñêîãî àíàëèçà):

a �
	�
lim
n

P n

Q n

( )

( )
.

Ìíîãî÷ëåíû ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ïîðÿäîê èõ ðîñòà
âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì. Çíà÷èò, óêàçàííûé ïðåäåë
âñåãäà ñóùåñòâóåò è ðàâåí ëèáî êîíå÷íîìó ÷èñëó, ëèáî ��. Êîýôôè-
öèåíòû â ìíîãî÷ëåíàõ Ð è Q — öåëûå ÷èñëà. Òîãäà, åñëè a— êîíå÷-
íîå ÷èñëî, òî aáóäåò ðàöèîíàëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Îáîçíà-
÷èì åãî ÿäðî ÷åðåç a*. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî a r* � st .
Òàêèì îáðàçîì,

st
n

P n

Q n
Lim
	

�
w

a
( )

( )
*, ãäå a �

	�
lim
n

P n

Q n
Q

( )

( )
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü «ðàöèîíàëüíîãî» ÷èñëà, åñëè îíà
êîíå÷íà, áóäåò îáÿçàòåëüíî ÷èñëîì ðàöèîíàëüíûì. (Íèæå äîñòàòî÷-
íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûì ñëó÷àåì.)

Âîçüìåì íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë
è èõ ñòàíäàðòíûõ ÷àñòåé:

r r r rw1 2, ,... ,... ,...v , (3)

st st st st vr r r rw1 2, ,... ,... ,... . (4)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) — ôóíäàìåíòàëüíà. Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè â (3) ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøå, ÷åì E � 1/ w. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàöèîíàëüíûõ (áåç êàâû÷åê) ÷èñåë (4) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà
ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Äàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è áóäåò ñòàí-
äàðòíîé ÷àñòüþ ïðåäåëà (3). Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíûå ÷àñòè ÷èñåë
ïîïîëíåíèÿ (1) — ýòî âñåãäà ÷èñëà ðàöèîíàëüíûå. Èíûìè ñëîâàìè,
ÿäðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â îáëàñòü (1) íå âõîäÿò. Íåôîðìàëüíî
ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïîïîëíåíèå (1) óïëîòíÿåò îáëàñòü «ðàöèîíàëüíûõ»
÷èñåë, íî ýòî óïëîòíåíèå ïðîèñõîäèò â ïðåäåëàõ îðåîëîâ òîëüêî ðà-
öèîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðå-
ìû äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êîíöåïöèåé Äåäåêèíäà [106–109].
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Ïóñòü a — íåêîòîðîå èððàöèîíàëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ò.å.

a � � �
	� 	�
lim ( ) lim ( )
n n

r n r n , (5)

ãäå r n r n( ), ( )� — àáñîëþòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà: r n( ) — ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùàÿ, r n�( ) — ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ðàçîáüåì ïîïîëíåíèå (1) íà äâà êëàññà. ×èñëî s áóäåì îòíîñèòü ê
âåðõíåìó êëàññó, åñëè sts a� *, è ê íèæíåìó êëàññó, åñëè sts a� *.
Òàê êàê sts — ðàöèîíàëüíî, òî a* åñòü ñå÷åíèå â îáëàñòè (1). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÿäðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî óïîðÿäî÷èòü îòíîñè-
òåëüíî ÷èñåë âèäà (1). Ïîýòîìó èõ ìîæíî ïîìåñòèòü íà íåàðõèìåäî-
âóþ ïðÿìóþ. Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîõîæà íà îïðåäåëåíèå âåùå-
ñòâåííîãî ÷èñëà ïî Äåäåêèíäó, íî íå áîëåå òîãî. Åñòü ïðèíöèïèàëü-
íûå îòëè÷èÿ. Ñå÷åíèå ïî Äåäåêèíäó îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå èððà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî. Çäåñü ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, åñëè ê âåðõíåìó
(íèæíåìó) êëàññó îòíåñòè ÷èñëà s òàêèå, ÷òî s2 2� ( )s2 2� , òî
äàííîå ñå÷åíèå îïðåäåëèò íå òîëüêî ÿäðî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
( )*2 , íî è ìíîæåñòâî ÷èñåë îðåîëà ( )*2 . Èíûìè ñëîâàìè, â êàæäóþ
ùåëü ñîâîêóïíîñòè (1) ìîæíî ïîìåñòèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë,
ñâÿçàííûõ ñ ÿäðàìè èððàöèîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Âòîðîå ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå òåñíî ñâÿçàíî ñ óêàçàííûì
âûøå è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå äåäåêèíäî-
âî ñå÷åíèå ìîæíî îïèñàòü ÷åðåç ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëå-
æàò ê âåðõíåìó è (èëè) íèæíåìó êëàññàì. Â íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå
ýòî íå òàê: íè ÷èñëà rv , íè ÷èñëà ïîïîëíåíèÿ s äëÿ ýòîé öåëè íå-
äîñòàòî÷íû. Ôèãóðàëüíî âûðàæàÿñü, îíè îòñòîÿò ñëèøêîì äàëåêî
îò ÷èñåë, êîòîðûå ìû ðàçìåñòèëè âíóòðè îáíàðóæåííûõ ùåëåé îá-
ëàñòè (1). Òåì íå ìåíåå ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïðèáëèæåíèé ëåãêî
ðåøàåòñÿ.

Îáðàòèìñÿ, íàïðèìåð, ê îáúåêòó (5). Ïðîäîëæèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (5) ïî íåïðåðûâíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà 2:

r r r r n r r r n r nn
n n

1 2, ,... ( ),..., ( ) ( ) ( );..� � � �w ww Lim Lim .

... ( ) ( ) ( );...

.. . ( )

r r r n r n

r r v

n n

v

w w
w2 2

2 2� � �

� �

Lim Lim

Lim Lim
n

v
n

r n r v n( ) ( ( )),...�

Àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååì è äëÿ r �. Ïðîöåäóðó íåïðå-
ðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü êðèâûìè, ïîêà-
çàííûìè íà ðèñ. 2.1.
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Óêàçàííûå ïðèáëèæåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ÿäðî

a* ( ) ( )� � �
	� 	�

limit limit
v v

r v r v .

Ïðè ýòîì äëÿ èððàöèîíàëüíûõ aïîñëåäîâàòåëüíîñòè r v r v( ), ( )� ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì «ðàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë rv íå ñâîäÿòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü x x xm n� ,... ,...,0 — ïåðåìåííûå, êîòîðûå ïðîáåãàþò
ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ. ×èñëî-
âàÿ îáëàñòü

X x x x xm
m

n
n� � � � � �� w . . . . . .0 1E E (6)

áóäåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé. Ïîìåñòèì âñå ÷èñëà âèäà (6) íà íåàð-
õèìåäîâó ïðÿìóþ. Çäåñü n è m — ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà. Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü
ñóììû âèäà (6) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ïîñòðîåíèå òåîðèè ðÿäîâ. Ñëåäóþùèå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ íå-
àðõèìåäîâîé ïðÿìîé îòëîæèì äî § 18 ãë. 4.

§ 7. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîïîëíèòü íàøè ïðåäñòàâëå-
íèÿ îá îáû÷íîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ó íàñ âñå ãîòîâî äëÿ òîãî,
÷òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêàÿ âå-
ùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, åñëè åå ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü îáëàñòè ñóùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë
â öåëîì.
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Äàííàÿ îáëàñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îíà
ÿâëÿåòñÿ 1) ìíîãîìàñøòàáíîé; 2) íåïðåðûâíîé è 3) ìíîãîìåðíîé.
Ïåðâîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîé îáëàñòè ñîäåðæàòñÿ ÷èñëà,
îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ðàâíû àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî ìàëûì
èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëàì. Âòîðîå ñâîéñòâî — íåïðåðûâ-
íîñòü, èëè ñïëîøíîñòü, ïîëíîòà — ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñëåäóþùèì ôàê-
òîì. Âìåñòå ñ êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë,
ïðèíàäëåæàùèõ ê îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, ê äàííîé îáëàñòè
ïðèíàäëåæèò è ïðåäåë äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðîùå ãîâîðÿ,
êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â îáëàñòè ñóùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. (Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåí-
òàðíûõ ÷èñåë ýòî âåðíî ïî ïîñòðîåíèþ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ýòîò ôàêò, êàê óæå îòìå÷àëîñü, áóäåò äîêàçàí
íèæå.) Íàêîíåö, ìíîãîìåðíîñòü îáëàñòè ñâÿçûâàåòñÿ ñ òåì ôàêòîì,
÷òî â äàííîé îáëàñòè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íåò, à åñòü òîëüêî ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê.

Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê íåïðåðûâíóþ (ñïëîøíóþ) ñðåäó, êîòîðàÿ íà áåñêî-
íå÷íîì ÷èñëå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâåííóþ ïðÿìóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå
êàê îñü, êîòîðàÿ, ïîäîáíî ñïèöå, ïðîíèçûâàåò îáëàñòü ñóùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Ïðè÷åì ñàìà ñóùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîìàñøòàáíîé è íåïðåðûâíîé. Îäíàêî â îòëè÷èå îò îáëàñòè â öåëîì
ñóùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé: ìåæäó åå ýëåìåíòàìè
ëèíåéíûé ïîðÿäîê åñòü.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Êàæäîå âåùåñò-
âåííîå ÷èñëî (òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà äàííîé ïðÿìîé) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íå-
êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû îáúåäèíÿëè â êëàññû, êîòîðûå
íàçâàëè ýëåìåíòàðíûìè ÷èñëàìè. Ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà âõîäÿò â îá-
ëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÷åðåç ñòàöèîíàðíûå ïî v ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Íàïðèìåð,

E limit E limit Limñóù � �
v v n n

1
,

A B
v n

n

v nn n
ñóù ñóùlimit Lim limit Lim� �


�
� 

�
� � �


� �
1 1

1 1

1
, � 

�
�

�n 1

. . . . (1)

Ïðàâèëî (1) ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé â îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè ìû íà ýòó
ïðÿìóþ ñìîòðèì ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ, ïðèíÿòîé â êëàññè÷åñêîì
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àíàëèçå, òî êàæäàÿ åå òî÷êà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäåëèìûì îáúåêòîì.
Â öåëîì ïðÿìàÿ âûãëÿäèò íåïðåðûâíîé è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé.
Ïðè âçãëÿäå æå ñ áoëüøèì ðàçðåøåíèåì ìû âèäèì ñîâåðøåííî
äðóãóþ êàðòèíó. Êàæäîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâî-
êóïíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë òèïà (1). Ïðè÷åì ìåæäó äàííûìè
÷èñëàìè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà óæå íåò. Íàïðèìåð, â ñîñòàâ åâåù íàðÿ-
äó ñ ÷èñëàìè (1) âõîäèò è ÷èñëî

Ñ
v n

n n

n n
ñóù limit Lim� �


�
� 

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

1 1( )
. (2)

Äàííîå ÷èñëî íåñðàâíèìî ñ ÷èñëàìè À è Â. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
÷èñëà À Ññóù ñóù� è Â Ññóù ñóù� ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè.
(Èìåííî â ýòîì ñìûñëå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè òèïà (2) óäàëåíû
îò ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé íà áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàññòîÿíèÿ.)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íàðóøåíèÿ ëè-
íåéíîãî ïîðÿäêà íàáëþäàþòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî, íà ìèêðîìàñøòàá-
íûõ óðîâíÿõ. Íà óðîâíÿõ áîëüøèõ ìàñøòàáîâ ëèíåéíûé ïîðÿäîê
âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè î÷åâèäíî. Ïóñòü aâåù è
b âåù — äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëà, sa — ñóùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî, êîòîðîå âõîäèò â ñîñòàâ ÷èñëà aâåù , sb — âõîäèò â ñîñòàâ b âåù .
Åñëè a bâåù âåù� , òî àíàëîãè÷íîå óñëîâèå áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ aâåù è b âåù . Îïåðà-
öèÿ ïåðåõîäà ê ñóùåñòâåííûì ÷èñëàì òèïà (2) çíàê íåðàâåíñòâà íå
ìåíÿåò. Ïîýòîìó s sa b� è, ñëåäîâàòåëüíî, íà äàííûõ ìàñøòàáàõ
ëèíåéíûé ïîðÿäîê åñòü.

Äàëåå ÿñíî, ÷òî ïðè äàííîé ñòåïåíè ðàçðåøåíèÿ âåùåñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ óæå íå âûãëÿäèò íåïðåðûâíîé. Ìîæíî óêàçàòü ñêîëüêî
óãîäíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ñî-
ñòàâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå, áóäó÷è ôóíäàìåíòàëüíûìè,
òåì íå ìåíåå ïðåäåëà íå èìåþò. Íàïðèìåð, â ïåðâîíà÷àëüíîì
ñîñòàâå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà åâåù íåò íè îäíîãî îáúåêòà, êîòî-
ðûé ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), ò.å. ÿäðîì
íåïåðîâà ÷èñëà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïîïîëíåíèå è íîâûå òî÷êè òàêæå âêëþ÷èòü â ñîñòàâ âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé. Íîâûå òî÷êè (÷èñëà) áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè
(÷èñëàìè) ïîïîëíåíèÿ. Òî÷êè (÷èñëà), êîòîðûå âõîäèëè â ñîñòàâ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé èçíà÷àëüíî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ Êàíòîðà
è ïðîöåäóðû (1), áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè (÷èñëàìè) ïåðâîíà÷àëü-
íîãî ñîñòàâà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íàïðèìåð, ÷èñëà âèäà (1) —
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ýòî ÷èñëà ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòàâà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà åâåù ,
à ÷èñëà âèäà

s � limit
v

vA (3)

— ÷èñëà ïîïîëíåíèÿ. Çäåñü Av — ÷èñëà ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòàâà
åâåù è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Av ê ñòàöèîíàðíîé íå ñâîäèòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ÷èñåë ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòàâà è
÷èñåë ïîïîëíåíèÿ ïîïàäàþò íà ñóùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, à íåêîòî-
ðûå — íåò. Íàïðèìåð, ÷èñëà (1) è ÷èñëî

e
v n

v n
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ïðèíàäëåæàò ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé, à ÷èñëî (2) — íå ïðèíàäëåæèò.
Êàê îòìå÷àëîñü, ÷èñëî (4) èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Îíî ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì
÷èñëà åâåù è ñëóæèò ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî ÷èñëà â îáëàñòè ñóùåñò-
âåííûõ ÷èñåë.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó ��âåù . Â ðàìêàõ êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëèçà ýòî ÷èñëî (òî÷êà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé åäèíûé íåäåëèìûé îáúåêò. Îäíàêî ïðè âçãëÿäå íà
íåãî ñ áoëüøèì ðàçðåøåíèåì îáíàðóæèâàåì ìíîæåñòâî àêòóàëüíûõ
áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë âèäà
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v n

nñóù limit Lim� ,

ãäå lim
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nd
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� � �âåù . Íåêîòîðûå èç äàííûõ ÷èñåë ïîïàäàþò íà ñóùåñò-

âåííóþ ïðÿìóþ, íåêîòîðûå — íåò. Çäåñü òàêæå åñòü òîëüêî ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê. Ïîïîëíèì äàííóþ ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë. Îäíà èç òî÷åê
ïîïîëíåíèÿ èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Ýòî òî÷êà ��ñóù — ïîëîæèòåëüíàÿ
áåñêîíå÷íîñòü â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. (ßäðî ÷èñëà ��âåù .)
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñäåëàòü ïîïîëíåíèå ÷èñåë èç ñîâîêóïíîñòåé
��ñóù è �ñóù .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè ñïåöèàëüíóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. ×èñëà, êîòîðûå âêëþ÷åíû â äàííóþ ïîäîá-
ëàñòü, ëèáî âõîäÿò â ïåðâîíà÷àëüíûé ñîñòàâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
ëèáî ïðèíàäëåæàò ïîïîëíåíèþ ýòîãî ñîñòàâà. Äàííàÿ ïîäîáëàñòü
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñóùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Íà ýòîì îñíîâàíèè óêàçàí-
íóþ ïîäîáëàñòü ìîæíî íàçâàòü ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ îðåîëîì. Ïî
îïðåäåëåíèþ ÿäðî a* âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé
÷àñòüþ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà s, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ ïîïîëíå-
íèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a: a s* � st . Ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëü-
íûõ (îòðèöàòåëüíûõ) áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë — ýòî ��ñóù
(��ñóù ), íàïðèìåð stw � �ñóù .
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Íåôîðìàëüíî âñþ êàðòèíó ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðà-
çîì. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë. Êàæäîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
îïðåäåëåííûõ ÷èñåë, ÷òî-òî âðîäå òóìàííîñòè ñ ðàçìûòîé âíåø-
íåé ãðàíèöåé. Íàïðèìåð, ÷èñëî 0âåù — ýòî ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë
0 2 3, , , ,...E E E Ej è ò.ä. Ïðîöåäóðà (3) ïîïîëíèëà äàííîå ïðîñòðàíñò-
âî, à ïðîöåäóðà òèïà (4) ïîçâîëèëà «â öåíòðå» êàæäîãî âåùåñòâåííî-
ãî ÷èñëà ïîñòàâèòü «òî÷êó». Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ïðîøè-
ëà, ïîäîáíî ñïèöå, âñå òóìàííîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Åùå íàãëÿäíåå ñäåëàòü ñðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáðàçû.
Ïóñòü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò ðÿä øàðîîáðàçíûõ òåë,
êîòîðûå ñîïðèêàñàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ òî÷êàõ. Ìåæäó øàðàìè íèêàêèõ çàçîðîâ íåò, ïîýòîìó âñòà-
âèòü ìåæäó íèìè (â òî÷êå êîíòàêòà) íè÷åãî íåâîçìîæíî. Íà ýòîì îñ-
íîâàíèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâó
íåïðåðûâíîñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Êàæäûé øàð èìååò ñâîå èí-
äèâèäóàëüíîå èìÿ. Òàêóþ êîíñòðóêöèþ íàçîâåì ëèíåéêîé 1. Åñëè
ïðè èçìåðåíèè íåêîòîðîãî îòðåçêà ëåâûé åãî êîíåö ïîìåùàåòñÿ â
ïðåäåëàõ øàðà 0âåù , à ïðàâûé — â ïðåäåëàõ øàðà ïîä èìåíåì a, òî
ìû ãîâîðèì, ÷òî äëèíà îòðåçêà ðàâíà a. Ëèíåéêà 2 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òàêóþ æå êîíñòðóêöèþ, íî òîëüêî ñ øàðàìè ãîðàçäî ìåíüøåãî
äèàìåòðà. Äàííîé ëèíåéêå ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Òîò
ôàêò, ÷òî ìàëûå øàðû òàêæå êîíòàêòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ñîîòâåòñò-
âóåò íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îäèí èç øàðîâ ëèíåéêè
2 íàçîâåì èìåíåì 0ñóù . Ñîâìåñòèì òåïåðü äâå ëèíåéêè òàê, ÷òîáû
öåíòð ìàëîãî øàðà 0ñóù ïîïàë òî÷íî â öåíòð áîëüøîãî øàðà 0âåù ,
à îñòàëüíûå øàðû ðàñïîëîæèëèñü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.2, ò.å.
êîíòàêò ìåæäó áîëüøèìè øàðàìè ñîâïàë áû ñ îäíèì èç êîíòàêòîâ
ìåæäó ìàëûìè øàðàìè. (Çíà÷èò, îòíîøåíèå äèàìåòðîâ øàðîâ äîëæ-
íî áûòü ÷èñëîì íå÷åòíûì.) Ìàëåíüêèì øàðàì ìû áóäåì äàâàòü óæå
äâà èìåíè: ïåðâîå — èíäèâèäóàëüíîå èìÿ, ïðè÷åì ìàëûé øàð, êî-
òîðûé íàõîäèòñÿ òî÷íî â öåíòðå áîëüøîãî øàðà a, áóäåì íàçûâàòü
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a*-ÿäðîì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Âòîðîå èìÿ — íåèíäèâèäóàëüíîå:
åñëè ìàëûå øàðû ïîïàäàþò â áîëüøîé øàð a, òî âñåì èì ïðèñâàèâà-
åòñÿ îäíî è òî æå èìÿ a.

Èçìåðèì òåïåðü íåêîòîðûé îòðåçîê ëèíåéêîé 2. Åñëè áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ èíäèâèäóàëüíûìè èìåíàìè, òî ïîëó÷èì ðåçóëüòàò áî-
ëåå òî÷íûé, ÷åì ïðè èçìåðåíèè ëèíåéêîé 1. Íî åñëè ïîëüçîâàòüñÿ
íåèíäèâèäóàëüíûìè èìåíàìè, òî ðåçóëüòàò áóäåò, î÷åâèäíî, òåì æå,
÷òî è ïðè èçìåðåíèè ëèíåéêîé 1.

Òåïåðü åñòåñòâåííî âçÿòü ëèíåéêó íîìåð 2 è óäàëèòü èç íåå âñå
øàðû, êîòîðûå îêàçàëèñü íå â öåíòðå áîëüøèõ øàðîâ. Òàêóþ êîíñò-
ðóêöèþ ìîæíî íàçâàòü ëèíåéêîé �1 . Ôóíêöèîíàëüíî îíà íè÷åì íå
îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéêè 1. Îäíàêî òåïåðü ó íåå øàðû ìåæäó ñîáîé íå
êîíòàêòèðóþò. Ïîýòîìó ìåæäó íèìè ìîæíî ïîìåùàòü äðóãèå òàêèå
æå øàðû è ïîñòåïåííî èäòè ê ëèíåéêå 2. ßñíî, ÷òî ëèíåéêà �1 ñîîò-
âåòñòâóåò ïîäîáëàñòè îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, èçîìîðôíîé
ïîëþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîíöåïöèþ Êàíòîðà ñ÷èòàòü èìåííî îïðå-
äåëåíèåì, à íå ìîäåëüþ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, òî î ñóùåñòâåííûõ
÷èñëàõ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè ïîìåùàþòñÿ «âíóòðè» âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Ïðè ýòîì îáå ïðÿìûå — è âåùåñòâåííàÿ, è ñóùåñòâåííàÿ —
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Åñëè æå èñõîäèòü èç àêñèîìàòè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, à ïîñòðîåíèå ÿäåð âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê ìîäåëü äëÿ äàííîé ñèñ-
òåìû àêñèîì, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî «íà ñàìîì» äåëå âåùåñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ íåïðåðûâíîé íå ÿâëÿåòñÿ (ëèíåéêà �1 ), íî êàæåòñÿ íàì
òàêîé òîëüêî â ñèëó ñòåïåíè ðàçðåøåíèÿ, ñ êîòîðîé ìû íà íåå ñìîò-
ðèì. (Êàê îòìå÷àëîñü, ñòåïåíü ðàçðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìîé
Àðõèìåäà è ðàâíîñèëüíîé åé Ïåðâîé àêñèîìîé ðàçðåøåíèÿ.)

Âûâîäû. 1) îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ 10) íåïðåðûâ-
íîé, 20) áåñêîíå÷íîìåðíîé è 30) íåîãðàíè÷åííî ïðîñòèðàåòñÿ âî âñåõ
ñâîèõ èçìåðåíèÿõ; 2) âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïîä-
îáëàñòü îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ 10) íåïðåðûâíîé, 20)
áåñêîíå÷íîìåðíîé è 30) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîåé ïîäîáëàñòè è îä-
íîãî èç ñâîèõ èçìåðåíèé ÷èñëîâóþ ñóùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Âäîëü
äàííîãî èçìåðåíèÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ïðîñòèðàåòñÿ íåîãðàíè÷åí-
íî; âäîëü îñòàëüíûõ èçìåðåíèé (èõ ìîæíî íàçâàòü «áîêîâûìè») —
òîëüêî íà áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàññòîÿíèÿ; 3) ñóùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ 10) íåïðåðûâíîé, 20) îäíîìåðíîé (ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé) è
30) íåîãðàíè÷åííî ïðîñòèðàåòñÿ âäîëü îäíîãî ñâîåãî èçìåðåíèÿ.

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîäîáëàñòè 2, ò.å. âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé êàê ïîäîáëàñòè îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Äàííàÿ ïîäîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê èíñòðóìåíò äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, òàê êàê ïî ñòåïåíè ñëîæíîñòè îíà çàíè-
ìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó âåñüìà ñëîæíîé îáëàñòüþ ñó-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Â ðàññìàòðèâàåìîé ïîäîáëàñòè ëèíåéíûé ïîðÿäîê íàðóøàåòñÿ òîëü-
êî íà ìèêðîìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Íà áoëüøèõ ìàñøòàáàõ ëèíåéíûé
ïîðÿäîê åñòü. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòî äàñò ïîäõîäÿùèé èíñòðó-
ìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, â êîòîðûõ íà
ìèêðîóðîâíÿõ ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè íåò, à íà ìàêðîóðîâíÿõ
ëèíåéíûé ïîðÿäîê âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â ãë. 11.

§ 8. Íà îñíîâå êàêîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû
äîëæåí ñòðîèòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç?

Êëàññè÷åñêèé àíàëèç ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Äàííàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà. Ïîýòîìó
ìîæíî ãîâîðèòü íå ïðîñòî î ñèñòåìå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à î äåé-
ñòâèòåëüíîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Íàñêîëüêî äàëåêî îò ýòîãî îáðàçöà äîëæíà óõîäèòü íîâàÿ òåî-
ðèÿ? Ïåðâàÿ ïîçèöèÿ ñîìíåíèé íå âûçûâàåò: íîâàÿ òåîðèÿ äîëæíà
îáëàäàòü áîëüøåé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ, ÷åì êëàññè÷åñêèé
àíàëèç. Äëÿ ýòîãî ìû ðàñùåïèëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íà ýëåìåí-
òû — ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà. Ðàñùåïëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà íóëü
äàëî áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà, ðàñùåïëåíèå áåñêîíå÷íîñòè — áåñêî-
íå÷íî áîëüøèå ÷èñëà. Ðàñùåïëåíèå êîíå÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
äàëî êîíå÷íûå ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà. Ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë
ìû ïðîäîëæèëè íàòóðàëüíûé ðÿä. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïîïîëíèòü
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë è ïîñòðîèòü íåàðõèìåäîâó îá-
ëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äàííóþ îáëàñòü íåëüçÿ íàçâàòü ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, òàê êàê îíà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé. Îáëàñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå «îäè-
íàêîâî äàëåêî» ïðîñòèðàåòñÿ âäîëü êàæäîãî èç ñâîèõ èçìåðåíèé.

Â äàííîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ äâå
÷èñëîâûå ïîäîáëàñòè. Ïåðâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê
îáû÷íóþ äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ. Íî òåïåðü ìû åå ðàññìàòðèâàåì
ñ áîëüøèì ðàçðåøåíèåì, ÷åì â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Ïîýòîìó
ó ïðÿìîé îáíàðóæèâàþòñÿ íîâûå ñâîéñòâà, ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà â ìàëîì. Â îäíîì ñâîåì èçìå-
ðåíèè äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ïðîñòèðàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî äàëåêî.
Â òî æå âðåìÿ â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå «áîêîâûõ» èçìåðåíèé (èõ íàëè-
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÷èå êàê ðàç è ïðèâîäèò ê íåóïîðÿäî÷åííîñòè) îáëàñòü ïðîñòèðàåòñÿ
òîëüêî íà áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàññòîÿíèÿ. Íà ýòîì îñíîâàíèè äåé-
ñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ áóäåì íàçûâàòü íåóïîðÿäî÷åííîé ëîêàëüíî.
Â öåëîì åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíä-
ðà. Îñü öèëèíäðà — ýòî íåàðõèìåäîâà (ñóùåñòâåííàÿ) ïðÿìàÿ. Öè-
ëèíäð â íàïðàâëåíèè îñè ïðîñòèðàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîïåðåê
îñè îí ïðîñòèðàåòñÿ òîëüêî íà áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàññòîÿíèÿ, ïðè-
÷åì âíåøíÿÿ åãî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ðàçìûòîé.

Ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîäîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, ò.å. îñü óïîìÿíóòîãî öèëèíäðà. Ñóùåñò-
âåííàÿ ïðÿìàÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé,
êðîìå òåõ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ àêñèîìîé Àðõèìåäà.

Ëþáàÿ èç òðåõ îïèñàííûõ âûøå îáëàñòåé ìîæåò ñëóæèòü áàçîé
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âûáîð â êà÷åñòâå áàçû ñóùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé îçíà÷àåò, ÷òî ìû äåëàåì òîëüêî îäèí øàã â îáîáùåíèè êëàññè-
÷åñêîãî àíàëèçà — ñíèìàåì îãðàíè÷åíèÿ, äèêòóåìûå àêñèîìîé Àð-
õèìåäà, íî ñîõðàíÿåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Âûáîð æå â êà÷åñòâå îñíî-
âû àíàëèçà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé îçíà÷àåò äîïîëíèòåëüíûé îòêàç
îò ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè, íî îòêàç îò óïîðÿäî÷åííîñòè òîëüêî
â ìàëîì, ëîêàëüíî. Âûáîð âñåãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë
îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ÷èñëîâîé îáëàñòè, êîòîðàÿ íåóïîðÿäî÷åíà óæå
ãëîáàëüíî. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëîâûå îáëàñòè îáÿçàòåëüíî
äîëæíû ñîäåðæàòü äåëèòåëè íóëÿ.

Ïîñòðîåíèå àíàëèçà ïðîùå âñåãî íà÷àòü íà îñíîâå ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû (ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé). Îäíàêî îã-
ðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ýòèì âàðèàíòîì íå óäàñòñÿ. Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà
òåîðèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ïåðåõîäèòü â íåóïî-
ðÿäî÷åííóþ ÷èñëîâóþ îáëàñòü è, çíà÷èò, ââîäèòü äåëèòåëè íóëÿ. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ îáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿ çàìê-
íóòîé ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì îïåðàöèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü êîðîòêîå îòñòóïëåíèå è ðàññìîòðåòü
äàííûé âîïðîñ ïîäðîáíåå. Èçâåñòíî, ÷òî ïîíÿòèå ÷èñëà ðàçâèâàëîñü
òàê, ÷òîáû â ðàìêàõ ÷èñëîâîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî âûïîëíÿòü âñå
íåîáõîäèìûå îïåðàöèè. Âíà÷àëå ñôîðìèðîâàëîñü ïîíÿòèå íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà. Äàëåå:

1) â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ
âû÷èòàíèÿ, ïîýòîìó ââîäÿòñÿ öåëûå ÷èñëà;

2) â îáëàñòè öåëûõ ÷èñåë íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ äåëå-
íèÿ, ïîýòîìó ââîäÿòñÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà;

3) â îáëàñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îïåðà-
öèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ïîýòîìó ââîäÿòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà;
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4) â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îïåðà-
öèÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ïîýòîìó ââîäÿòñÿ êîìïëåêñíûå
÷èñëà.

Çäåñü ñòàâèòñÿ òî÷êà. Îáëàñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äàëüøå óæå
íå ðàñøèðÿåòñÿ. Â äàííîé îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ ëþáûå îïåðàöèè,
è îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïîòðåáíîñòÿì àíàëèçà. Êàçàëîñü áû, êðóã
çàìêíóëñÿ. Íî ýòî íå ñîâñåì òàê. Òåïåðü ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà
ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü òåîðèè â öåëîì. Ìû ïîâûøàåì ðàçðå-
øàþùóþ ñïîñîáíîñòü è äëÿ ýòîãî ââîäèì â ÷èñëîâóþ ñèñòåìó íîâîå
÷èñëî w — ýòàëîííîå àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåæíèå îïåðàöèè, íî óæå ñ ó÷àñòèåì ÷èñëà w. Âû÷èñëèì,
íàïðèìåð, e ip w. Òàê êàê w � Limn, òî ìîæíî äàòü îáîñíîâàíèå ñëå-
äóþùèì âûêëàäêàì:

e e e

n i n

i i n in

n

p w p p

p p

� � �

� � � � � �

Lim Lim

Lim(cos sin ) Lim( )1 j.

Òîãäà
e j jip w � � �, 2 1. (1)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, j — äâîéíàÿ åäèíèöà, à ( ), ( )j j� �1 1 —
äåëèòåëè íóëÿ. Ïðèáëèæåíèÿ äâîéíîé åäèíèöû êîëåáëþòñÿ ìåæäó
�1è �1: j � � �Lim( )1 1 1 1, , , ,... . Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò j íå ìîæåò áûòü
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñèòóàöèþ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê, ÷òî j «ñòîèò â ñòîðîíå» îò ñóùåñòâåííîé ÷è-
ñëîâîé îñè, ò.å. íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì íîâîì èçìåðåíèè.

Ôîðìóëà (1) îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë X � iU (X,U ïðèíàäëåæàò ñóùåñòâåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé)
îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü âûïîëíèìà íå âñåãäà. Èíûìè ñëîâà-
ìè, óêàçàííûé âûøå ñïèñîê îïåðàöèé 1–4 òåïåðü ìîæíî äîïîëíèòü
ñëåäóþùèì ïóíêòîì:

5) â íåàðõèìåäîâîé îáëàñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë X � iU îïåðàöèÿ
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Ïîýòîìó â ÷èñëîâóþ
îáëàñòü ââîäÿòñÿ äâîéíûå åäèíèöû è, çíà÷èò, äåëèòåëè íóëÿ.

Åñòü åùå îäèí àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî â ÷èñëîâîé ñèñòåìå
íåàðõèìåäîâà àíàëèçà ñëåäóåò äîïóñêàòü îòêëîíåíèÿ îò ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà. Îí ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà
ñàìà äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé
(ëîêàëüíî). Ïîýòîìó åñëè çàíèìàòüñÿ ïîèñêîì ñêðûòûõ çàêîíîâ, êî-
òîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ çàòåì íà âåùåñòâåííîì óðîâíå, òî åñòåñòâåííî
âíà÷àëå îáðàòèòüñÿ ê ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé, à çàòåì óæå íà íîâîì
óðîâíå âåðíóòüñÿ îïÿòü ê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî
íàì ïðèäåòñÿ îáðàòèòüñÿ ê ÷èñëîâîé îáëàñòè, â êîòîðîé ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà óæå íåò. Êàêîé äîëæíà áûòü ðàçìåðíîñòü ýòîé îáëàñòè?
Åñëè ðå÷ü èäåò òîëüêî îá îïåðàöèÿõ òèïà (1), òî äîñòàòî÷íî êîíå÷íî-
ìåðíîé îáëàñòè. (Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ exp( )r in� p äëÿ ðàöèîíàëüíîãî
r èìååò êîíå÷íûé ïåðèîä.)

Ïóñòü
j

j

1

2

1 0 0 1 0

0 1 0 0

�
�

limit Lim( )

limit Lim(

, ... ; , ... ,

, ... ; , 1... ,

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

)

limit LjN � im( )0 1 0,..., ; ,...

— ýòî áàçèñ. Çäåñü N — ðàçìåðíîñòü è âñå ïðèáëèæåíèÿ èìåþò ïå-
ðèîä N. Â ïðèáëèæåíèÿõ ÷èñëà j 1 åäèíèöà ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå, íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ — íóëè. Çàòåì âñå ïîâòîðÿåòñÿ. Â j 2 åäèíèöà ñòîèò
íà âòîðîì ìåñòå è ò.ä. Âîçüìåì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷èñåë

A j j jN N� � � �G G G1 1 2 2 � ,

ãäå G G1. . ., N — «íàòóðàëüíûå» ÷èñëà. Äàëüøå, äåéñòâóÿ ïî óêàçàííî-
ìó âûøå àëãîðèòìó, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäîá-
ëàñòü îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ýòîé ïîäîáëàñòè ìîæíî ââåñòè
âñå ïîíÿòèÿ àíàëèçà. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå áóäåò ñîñòîÿòü â
òîì, ÷òî îïåðàöèè òèïà exp( )ap wi , ãäå a — íå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
èç óêàçàííîé îáëàñòè áóäóò âûâîäèòü. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íå-
îáõîäèìî ðàñïîëàãàòü áåñêîíå÷íîìåðíîé îáëàñòüþ ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë è àíàëèç ñòðîèòü íà îñíîâå ÷èñëîâîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, êîòîðîå äàåòñÿ â êëàññè÷åñêîì
àíàëèçå. Ïóñòü

r r rn1 2, ... ,... (1)

— ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âñå
ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü rn, îáîçíà÷àåòñÿ êàê

a �
	�
lim
n

nr . (2)

Äàëåå î òîì æå ñàìîì ôàêòå (ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè rn ê êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè a) ãîâîðèòñÿ ïî-äðóãîìó. Ñàì êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè îáúÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a, à î ðàâåí-
ñòâå (2) ãîâîðèòñÿ òàê: «äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rn». Ïîñëåäíåå âûãëÿäèò
êàê òàâòîëîãèÿ, è ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Îäíàêî óæå ñëåäóþùèé
øàã — ïîèñê îòâåòà íà âîïðîñ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë — ïðèâîäèò, êàê èçâåñòíî, ê ñîäåð-
æàòåëüíîé òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ïðåäåëà ñòðîèòñÿ íà îñ-
íîâå êîíöåïöèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ìû áóäåì äåéñòâîâàòü òî÷íî òàê æå.
Âåðíåìñÿ ê êîíöåïöèè íåàðõèìåäîâûõ ÷èñåë è ïîñòðîèì íà ýòîé îñ-
íîâå òåîðèþ ïðåäåëîâ. Çäåñü ìû ñðàçó ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðèíöèïèàëü-
íî íîâûì ìîìåíòîì. Êîíöåïöèÿ íåàðõèìåäîâûõ ÷èñåë îïèðàåòñÿ íà
äâà òèïà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êëàññû ýê-
âèâàëåíòíîñòè ïåðâîãî òèïà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñùåïëåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (2). Ýòè êëàññû ìû îáîçíà÷èëè êàê

A rn� Lim . (3)

Äàííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî â êëàññ A íàðÿäó ñ äðóãèìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè âõîäèò è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1). Äàëåå î ôàêòå ïðèíàä-
ëåæíîñòè rn ê êëàññó A ãîâîðèëîñü ïî-äðóãîìó. Ñàì êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè A íàçûâàëñÿ ýëåìåíòàðíûì ÷èñëîì, à î ðàâåíñòâå (3)
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ãîâîðèëîñü òàê: «ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rn â ñìûñëå Lim». Ýòî, êîíå÷íî,
òàâòîëîãèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, îòòàëêèâàÿñü îò îïðåäåëå-
íèÿ (3), ðàçâèòü ñîäåðæàòåëüíóþ òåîðèþ ïðåäåëîâ â ñìûñëå Lim.

Äàëåå, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âòîðîãî òèïà ñîñòîÿò èç íåñ÷åò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë:

A A A A An v1 2, ,... ,... ,... ,...w . (4)

Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòî-
ðûé âêëþ÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4), îáîçíà÷àëñÿ êàê

s � limit
v

vA . (5)

Èíà÷å î ôàêòå ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4) ê êëàññó (5)
ìîæíî ñêàçàòü òàê. Êëàññ s íàçîâåì ñóùåñòâåííûì ÷èñëîì, à î ðà-
âåíñòâå (5) ñêàæåì, ÷òî s åñòü ïðåäåë (â ñìûñëå limit) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (4). Íà ýòîì øàãå äàííîå óòâåðæäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçâèòü òåîðèþ ïðåäåëîâ
â ñìûñëå limit.

Èòàê, êîíöåïöèÿ íåàðõèìåäîâûõ ÷èñåë ïðèâîäèò ê ïîíÿòèÿì
ïðåäåëà â äâóõ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ: â ñìûñëå Lim è â
ñìûñëå limit. Äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî ýòîò ôàêò ñâÿçàí èñêëþ÷èòåëüíî
ñ ìíîãîìàñøòàáíîñòüþ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Îáà ïîíÿòèÿ ïðåäå-
ëîâ äîïîëíÿþò äðóã äðóãà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîíÿòèå ïðåäåëà Lim ïðèìåíèìî òîëüêî ê
ñ÷åòíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, à ïîíÿòèå limit — òîëüêî ê íåñ÷åò-
íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èçëîæåíèå.
Åñëè ãîâîðèòñÿ î ïðåäåëå ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî ìîæíî
íå ïîä÷åðêèâàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïðåäåëå â ñìûñëå Lim. Òî÷íî òàê
æå, ãîâîðÿ î ïðåäåëàõ íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìîæíî îïóñ-
êàòü ññûëêó íà òî, ÷òî ïðåäåë áåðåòñÿ â ñìûñëå limit.

Ïåðåéäåì ê ðåàëèçàöèè óêàçàííîé ïðîãðàììû.

§ 9. Ïðåäåëû ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

Â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà A rn� Lim îïåðàòîð Lim
ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñàìèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

A1, A2, A3, ... As, ... . (1)
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Ïóñòü
A r f s ns

n
sn

n
� �

	 	
Lim Lim

w w
( , ). (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë ïîâòîðíî-
ìó ïðåäåëó

A A f s n
s

s
s n

* ( , ).� �
	 	 	

Lim LimLim
w w w

(3)

Ïîõîæàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò è â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Ðàâåí-
ñòâî (2) èç ââåäåíèÿ ê äàííîé ãëàâå îïðåäåëÿåò ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òîëüêî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäîì âîçíèêàåò âîïðîñ î
ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

a a a1 2, ,... , ...,s (4)

ãäå as
n

snr�
	�
lim . ßñíî, ÷òî ýòîò âîïðîñ ñîñòîèò â ïðèäàíèè ñìûñëà

ïîâòîðíîìó ïðåäåëó
a* lim lim�

	� 	�s n
snr .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4) îòâå÷àåò áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë ( )rsn . Â ïðèíöèïå, íà ðîëü ïðåäåëà a* ìîæíî áûëî áû âçÿòü
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö. Ïîñëå ýòîãî, îäíàêî, âîçíèêàåò âî-
ïðîñ î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäîáíûõ ìàòðèö è ò.ä. Ïîíÿò-
íî, ÷òî êàæäûé ðàç ââîäèòü â êà÷åñòâå ïðåäåëà îáúåêò íîâîé ïðèðî-
äû — áåñïåðñïåêòèâíî. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå äàííûé ïðîöåññ îñ-
òàíàâëèâàåòñÿ íà ïåðâîì øàãå: ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò áîëåå ñëîæíîé ïðè-
ðîäû, ÷åì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Íî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë óæå èìååò òó æå ñàìóþ ïðèðîäó, ÷òî è ëþáîå èç
÷èñåë äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåì àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï è äëÿ ïðåäåëîâ ýëåìåíòàðíûõ
÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòîì ïåðåõîäà ê ïîâòîðíîìó ïðåäåëó
äîëæíî áûòü ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî òîé æå ïðèðîäû, ÷òî è êàæäîå èç
÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1).

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä åñòåñòâåííûõ óñëîâèé, êîòîðûì
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà. Âî-ïåðâûõ,
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè: åñëè A rs s� , ãäå
rs — ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî îïðåäåëåíèå (3) äîëæíî ñâîäèòüñÿ ê
îáû÷íîìó ïðåäåëó

LimLim Lim
s n

s
s

sr r
	 	 	

�
w w w

. (5)

Âî-âòîðûõ, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåäåë ñòàöèîíàð-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A As � ñîâïàäàë ñ À, ò.å.

Lim
s

A A� . (6)
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Äàëåå íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîíÿòèå ïðåäåëà îáëàäàëî èçâåñòíûìè
àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:

Lim Lim Lim

Lim Lim Lim
s

s s
s

s
s

s

s
s s

s
s

s
s

A B A B

A B A B

( ) ,

,

� � �

� � �

Lim Lim
Lim

Lims

s

s

s

s
s s

A

B

A

B
B B� � �, , .0 0

(7)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ïîâòîðíîãî ïðåäåëà. Íà÷íåì ñ ðå-

øåíèÿ ñàìîé ïðîñòîé çàäà÷è — îïèñàíèÿ ïðåäåëà ñòàöèîíàðíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè As � w. Ðàñïîëîæèì ïðèáëèæåíèÿ ÷èñåë As â âèäå
ìàòðèöû:

A n

A n

A n

A ns

1

2

3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

� �

� �

� �

� � � � � � � �

� �

� � � � � � � �

Ðåçóëüòàò íàì çàðàíåå èçâåñòåí: â êà÷åñòâå ïðåäåëà ìû äîëæíû
ïîëó÷èòü âåëè÷èíó w. Ïðè÷åì äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü
ìàòåðèàë âñåõ ñòðîê äàííîé ìàòðèöû. Âèäåí òîëüêî îäèí ïóòü ïîëó-
÷åíèÿ ÷èñëà w èç ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà — ýòî âçÿòèå ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà äèàãîíàëè ìàò-
ðèöû. Äàííàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

LimLim Lim
s n m

f s n f m m
	 	 	

�
w w w

( , ) ( , ). (8)

Ðåøàåò ëè äàííàÿ ôîðìóëà ïðîáëåìó? Îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì,
åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáúåêò
(8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (5), óñëîâèþ (6), à òàêæå
îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (7).

Òåì íå ìåíåå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà (8) ìîæåò äàòü íå-
âåðíûé ðåçóëüòàò. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü As � wè òðåáóåòñÿ íàéòè
ïðåäåë ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè As , ò.å. Lim

s
sA

	w
. ×òî òàêîå

÷èñëî As � w? Ýòî êëàññ îïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ÷àñò-
íîñòè â êëàññ As âõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f s n
n s

n n s
( , )

,

.
�

� �
�

�
�
�

0 1ïðè

ïðè
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Çäåñü äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s èìååì ðàâåíñòâî

Lim
n

f s n
	

�
w

w( , ) .

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Lim
m

f m m
	

�
w

( , ) 0.

Ïîýòîìó ôîðìóëà (8) ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó:

Lim
s	

�
w
w 0. (9)

Äëÿ åãî ðàçðåøåíèÿ îáðàòèìñÿ ê îïûòó êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, íàïðèìåð ïðåäåë ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè as � 0âåù :

0âåù, 0âåù, 0âåù, … .

Ïî îïðåäåëåíèþ êàæäîå èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë as ÿâëÿåòñÿ êëàññîì
ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

as
n

snr�
	�
lim .

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå ïðåäåëà lim
s

s
	�

a — ýòî âñåãäà âû÷èñëåíèå

ïîâòîðíîãî ïðåäåëà. Ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå (8), èìååò âèä

lim lim lim
s n

sn
m

mmr r
	� 	� 	�

� . (10)

ßñíî, ÷òî ëþáîå ðàçóìíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äîëæíî äàâàòü ÷èñëî íóëü: lim

s	�
�0 0âåù âåù .

Ïóñòü r s nsn � / 2. Òîãäà ôîðìóëà (10) äåéñòâèòåëüíî äàåò ÷èñëî 0âåù .

Âûáåðåì òåïåðü èç ñîñòàâà ÷èñëà as ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r s nsn � / .
Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s èìååì

lim
n

s

n	�
� 0âåù .

Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëà (10) òàêæå ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó:

lim lim lim lim .
s n s m

s

n

m

m	� 	� 	� 	�
� � �0 1âåù

Ïðè÷èíà ýòîãî õîðîøî èçâåñòíà. Âñå äåëî â òîì, ÷òî òå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, êîòîðûå ìû âûáðàëè â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè as , ñõîäÿòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëàì íåäîñòàòî÷íî áûñò-
ðî. Ïîýòîìó íà âûáîð ïðåäñòàâèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîëæ-
íî áûòü íàëîæåíî ñïåöèàëüíîå îãðàíè÷åíèå.

Äëÿ íàøèõ öåëåé ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû óäîáíî îïèñàòü
òàêèì îáðàçîì. Âíà÷àëå äåëàåì âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé rsn,
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ðóêîâîäñòâóÿñü ëþáûìè ïðàâèëàìè áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.
Ïîäñ÷èòûâàåì äèàãîíàëüíûé ïðåäåë (10). Çàòåì êàæäóþ èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ôîðñèðóåì, ò.å. ïåðåõîäèì ê åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ s � const. Îïÿòü ïîäñ÷èòûâàåì äèàãî-
íàëüíûé ïðåäåë. Âîçìîæíî, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå áóäåò îòëè-
÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî. Îäíàêî â êîíöå êîíöîâ ìû ïðèäåì ê òàêîìó
çíà÷åíèþ äèàãîíàëüíîãî ïðåäåëà, êîòîðîå ïðè äàëüíåéøåì ôîðñè-
ðîâàíèè óæå íå ìåíÿåòñÿ. Äàííîå çíà÷åíèå ìû è áóäåì ñ÷èòàòü ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íàøåìó ñëó÷àþ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîöåäóðó
ôîðñèðîâàíèÿ çäåñü èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, òàê êàê ëþáîå ôîðñèðîâà-
íèå íåñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }àn ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà Lim

n
na . Òåì íå ìåíåå îñíîâíóþ èäåþ, ñâÿçàí-

íóþ ñ ó÷åòîì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è çäåñü.
Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî — ýòî êëàññ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà êîíå÷íûì ÷èñëîì
÷ëåíîâ. Êàê îïèñàòü òàêîé êëàññ? Ïðîùå âñåãî çàäàòü îäíó êîíêðåò-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîèòü
ïóòåì èçìåíåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàòåì
ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ è ò.ä. Èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì íàçû-
âàòü áàçîâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî, êîòîðîå
ôèãóðèðóåò â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ, çàäàåòñÿ ïóòåì óêàçàíèÿ èìåííî
áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñòåñòâåííî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû
áàçîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

A B A B A B� �, , /

áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé ñ áàçîâûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë À è Â.

Òåïåðü ãëàâíîå. Åñëè â êàêèõ-ëèáî ïîñòðîåíèÿõ òðåáóåòñÿ âû-
áðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿëà áû êëàññ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, îáðàçóþùèõ ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî À, òî âñåãäà äîëæíà
âûáèðàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ áàçîâîé. Íàïðèìåð,
åñëè ðå÷ü èäåò î áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà w, òî ýòî ìîæåò
áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a nn � (èìåííî îíà ôèãóðèðóåò â îïðåäåëå-
íèè ÷èñëà w). Îäíàêî â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîæíî áûëî áû âçÿòü è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

a
n

n n
n � � �

�

�
�
�

0 1 10

10

10

10

, ,

, .

Ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî áàçîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü çàôèêñèðîâàíà ðàç è íàâñåãäà. Ïîýòîìó íèêàêèõ ïà-
ðàäîêñîâ òèïà (9) òåïåðü âîçíèêíóòü íå ìîæåò.
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Ââåäåííîå âûøå ïðàâèëî âûáîðà ïîëíîñòüþ ðåøàåò ïðîáëåìó
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë. Ïðèìåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 9.1. (Äèàãîíàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà).
Ïóñòü çàäàíà ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

A A A A A f s ns s
n

1 2 3, , ... ,..., ( , )�
	

Lim
w

.

Ïîä åå ïðåäåëîì Lim áóäåì ïîíèìàòü ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî

A A f m m
s

s
m

* ( , )� �
	 	

Lim Lim
w w

, (11)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f s n( , ) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè ÷èñåë As .

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó Lim â íå-
ðàâåíñòâàõ.

Ïóñòü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà Ì èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

rs � 0,

ãäå rs — ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî è

Lim
s

sr
	

�
w

0.

Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííûõ íåðàâåíñòâàõ ïåðåõîä ê ïðåäåëó âîçìî-
æåí. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Âîçüìåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

A A As1 2, ,... ,... .

Ïóñòü As � 0. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ â öåïî÷êå íå-
ðàâåíñòâ As � 0 ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó Lim

s
. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî ýòî

ìîæíî äåëàòü íå âñåãäà. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

A ss � � �w 10 0.

Îäíàêî ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíàê íåðàâåíñòâà ìå-
íÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé:

Lim Lim
s

s
s

A s
	

� � � � �
w

w w10 9 0.

Âûÿñíèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì â íåðàâåíñòâàõ ïðåäåëüíûé ïå-
ðåõîä âîçìîæåí. Ïóñòü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà Ì äëÿ ëþáîãî
s M� èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

A f s ns
n

� �
	

Lim
w

( , ) ,0 (12)

ãäå f (s, n) — áàçîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë As . Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s > M ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå íàòóðàëü-
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íîå ÷èñëî N(s) òàêîå, ÷òî ïðè n > N(s) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
f s n( , ) � 0.

Òåîðåìà 9.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû èç íåðàâåíñòâ (12) ñëåäîâàëî íåðà-
âåíñòâî

Lim
s

sA
	

�
w

0,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî �Ì òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ s M� � èìåëè ìåñòî óñëîâèÿ

N(s) < s. (13)

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç äèàãîíàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
ïîâòîðíîãî ïðåäåëà (11):

A f f f n

A f

1

2

1 1 1 2 1 0

2 1

� �

�

Lim{ }

Lim{

( , ), ( , ) ... ( , )... ,

( , ), f f n( , ) ... ( , )... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 2 2 0} �

. . . . . . . . .

( , ), ( , ) ... ( , )... .A f s f s f s ss � �Lim{ }1 2 0

Ïðèìåðû.

10. Ïóñòü A ss � �w 10 . ßñíî, ÷òî As � 0, òàê êàê A n ss
n

� �
	

Lim
w

( )10

è n s� �10 0 ïðè n s� 10 . Çíà÷èò, N s s( ) � 10 . Îäíàêî óñëîâèå (13) íà-
ðóøàåòñÿ è ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ íåâîçìîæåí.

20. Åñëè A ss � �5 4w , òî N s s s( ) � �4

5
.

Óñëîâèå (13) âûïîëíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä ê ïðåäåëó â
íåðàâåíñòâàõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì. �

§ 10. Ïðåäåëû ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Íåîáõîäèìîñòü âî ââåäåíèè òàêîãî ïîíÿòèÿ âîçíèêàåò óæå ñ
ïåðâûõ øàãîâ ïîñòðîåíèÿ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà. Íàïðèìåð, ïóñòü
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x x2 0 0� � �w , .

Òàê êàê w � Lim
n

n, òî åñòåñòâåííûì êàíäèäàòîì íà ðîëü êîðíÿ áûëî

áû ÷èñëî Lim
n

n. Ïðîáëåìà, îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íàøåì àð-

ñåíàëå òàêèõ ÷èñåë ïîêà íåò. Â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè ïîä çíàêîì
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Lim ôèãóðèðóþò òîëüêî àáñîëþòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ôîðìàëü-
íîå ðàñøèðåíèå îïðåäåëåíèÿ Liman òðóäíîñòåé íå ïðåäñòàâëÿåò.
Çàäàäèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîðÿä-
êîâîãî òèïà 1:

s s s s1 2 3, , ,... ,...s . (1)

Ïîä ñèìâîëîì Lim
s

ss áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) êîíå÷íûì ÷èñëîì
÷ëåíîâ. Âñå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ââåäåì ïî àíàëîãèè ñ
îïðåäåëåíèÿìè ãë. 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò ÷èñëà Lim

n
n

ðàâåí w. Íî â òàêîì âèäå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìàëî ÷òî äàåò. Íóæ-
íî âûÿñíèòü ãëàâíûé âîïðîñ: ïðèíàäëåæèò ëè îáúåêò Lim

n
n ê îá-

ëàñòè óæå îïðåäåëåííûõ âûøå ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë èëè íåò? Èíûìè
ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ ëè îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë çàìêíóòîé ïî îò-
íîøåíèþ ê îïåðàöèè èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
èëè íåò?

Â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë (1). Òðå-
áóåòñÿ ïðèäàòü ñìûñë ñèìâîëó s s* � Lim

s
s è âûÿñíèòü, ìîæíî ëè åãî

îòîæäåñòâèòü ñ êàêèì-ëèáî ñóùåñòâåííûì ÷èñëîì.
Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êîíñòðóêöèÿ îáúåêòà s* óäîâëå-

òâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
10) óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s s ñâî-

äèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rs , ò.å. s s sr� , òî
îáúåêò s* äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ýëåìåíòàðíûì ÷èñëîì Lim

s
sr ;

20) åñëè # � #* Lim
s

s äðóãîé îáúåêò òîé æå ïðèðîäû, ÷òî è s*, òî

äîëæíû èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâà

s s s s

s s

* * * *

*

*

( ); ,� # � � # � # � � #

#
�

#

Lim Lim

Lim ïðè

s
s s

s
s s

s

s

s

# � # �s 0 0, ;*

30) åñëè âçÿòü äâå ñòàöèîíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }*s : îäíó
ïîðÿäêîâîãî òèïà 1, à äðóãóþ ïîðÿäêîâîãî òèïà 2, òî äîëæíû èìåòü
ìåñòî ðàâåíñòâà

Lim limit
s v

s s s s* * * *,� � .
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Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ îáúåêòà s s* � Lim
s

s . Íà÷íåì

ñ òîãî, ÷òî ïîñìîòðèì íà îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. ×òî çíà÷èò çàäàòü íåêîòîðîå ñóùåñòâåí-
íîå ÷èñëî s? Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåîáõîäèìî çàäàòü îäíó ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë ïîðÿäêîâîãî
òèïà 2:

A A A A A An v1 2, ,... ,... ,... ,... ,... .w m (2)

Çàâèñèìîñòü îò èíäåêñà v óäîáíåå óêàçàòü â âèäå àðãóìåíòà:
A A vv � ( ). Àðãóìåíò v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé «íàòóðàëüíîå» ÷èñëî
v v k

k
� Lim ( ). Çäåñü v k( ) — óæå îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãó-

ìåíòà k � 1 2 3, , ,... . Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå íàòóðàëüíû-
ìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, âèä ñàìîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íûì ñïèñêîì, ðàññìîòðåííûì â ãë. 1 (v ïðèíàäëåæèò ïðîäîëæåííî-
ìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü

À A v v v kv � [ ( ), ( ),... ( ),...]1 2 .

Äàëåå, êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå-
êîòîðîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî:

A f v v v k mv
m

� Lim [ ( ), ( ),... ( ),...; ]1 2 .

Çäåñü f — êîíå÷íûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ; íîìåð ïðèáëèæå-
íèÿ m � 1 2 3, , ,... óêàçàí â âèäå îòäåëüíîãî àðãóìåíòà. Òàêèì îáðàçîì,
çàäàòü ñóùåñòâåííîå ÷èñëî

s � �limit limit Lim
v

v
v m

A f v v k m[ ( ),... ( ),...; ]1

— ýòî çíà÷èò çàäàòü çàêîí

f v v v v k m[ ( ), ( ), ( )... ( ),...; ]1 2 3 .

Äàííûé çàêîí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî êàê ôóíêöèîíàë îò ôóíê-
öèè v k( ) è íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà m, ëèáî êàê ôóíêöèþ îò áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ v v v k( ), ( )... ( )...1 2 è åùå îò îäíîãî àðãóìåí-
òà m. Ïðè ïåðåõîäå ê (1), ò.å. ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîäîáíûõ çàêî-
íîâ, ó ôóíêöèè f ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí àðãóìåíò s, êîòîðûé áóäåì
óêàçûâàòü â âèäå èíäåêñà:

s s
v

s
v m

sA v f v v m� �limit limit Lim( ) [ ( ), ( ),...; ]1 2 . (3)
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Íàãëÿäíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñóùåñòâåííûìè ÷èñëàìè s s è èõ ïðè-
áëèæåíèÿìè A vs ( ) ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

A A A B

A A A B

A

1 2

1 2

1

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

� �

� �

� � � � � �

s

s

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

m m m m

A A B

A A A B

2

1 2

� �

� � � � � �

� �

� � � �

s

s

� �

� �s s s s1 2 s
*

Óñòðîéñòâî òàáëèöû î÷åâèäíî: ïðè äâèæåíèè âäîëü ôèêñèðîâàííî-
ãî ñòîëáöà s ñâåðõó âíèç ìû ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåìñÿ ê ÷èñëó s s .
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ñïîñîá ïåðåõîäà ê ïðåäåëó
Lim âäîëü ïîñëåäíåé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðîêè, ò.å. âû÷èñëèòü
s s* � Lim

s
s . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s s äàííàÿ îïåðàöèÿ ïîêà íå

îïðåäåëåíà. Îäíàêî îíà îïðåäåëåíà äëÿ ïðèáëèæåíèé s s . Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî âíà÷àëå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî ñòðîêàì ïðèáëèæåíèé è
ïîëó÷åííûå ïðåäåëû ðàññìîòðåòü êàê ïðèáëèæåíèÿ îáúåêòà s*.

10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî v ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

B v A v
s

s( ) ( )� Lim . (4)

Óñëîâèå 10 èñêëþ÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïà

A vs
s

v

v
( ) � �

� �

1

2 1w
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äèàãîíàëüíûì îðåäåëåíèåì 9.1 ïðåäåë (4) ðàâåí

B v f v v m f v v
s m

s
s

s( ) [ ( ), ( ), ; ] [ ( ), ( ), ;� �LimLim Lim1 2 1 2� � s]. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 10 îçíà÷àåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êî-
íå÷íîãî çíà÷åíèÿ s = so ïðèáëèæåíèÿ

f v v ss [ ( ), ( ),...; ]1 2

äîëæíû ñóùåñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ïðåäåëó Lim ïî êà-
æäîé èç ñòðîê òàáëèöû ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîðÿäêîâîãî òèïà 2:

B B B B v( ), ( ),... ( ), ... ( ), ...1 2 w

(ïðàâûé ñòîëáåö òàáëèöû). Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, ïðè êà-
êèõ óñëîâèÿõ äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé?
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Êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A vs ( ) ïðè ôèêñèðîâàííîì s ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàïå-
ðåä çàäàííîãî «íàòóðàëüíîãî» ÷èñëà G íàéäåòñÿ òàêîå «íàòóðàëüíîå»
÷èñëî L( )s , ÷òî äëÿ ëþáûõ v s, ( )m � L èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

| ( ) ( ) | /A v As s� �m 1 G. (6)

Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ñàìîìó ïðåäåëó,
÷òî è èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ìåíÿòü ïî ñîáñòâåííî-
ìó óñìîòðåíèþ.

20. Ïðèìåì, ÷òî ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðèáëèæåíèÿ ÷èñåë s s òàêîâû,
÷òî óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ v, m � L, ãäå L çàâèñèò îò G,
íî íå çàâèñèò îò s. Äëÿ âûáîðà L ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîçèöèîííóþ
ñèñòåìó çàïèñè ÷èñåë s s (ñì. § 18).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óñëîâèÿ (6) ïîäðîáíåå. Ïåðåéäåì â íèõ ê ðà-
öèîíàëüíûì ïðèáëèæåíèÿì

� �Lim Lim
m

s s
m

f v v m f m[ ( ), ( ),...; ] [ ( ), ( ),...; ] (1 2 1 2� �m m g m). (7)

Çäåñü g( )m — ïðèáëèæåíèå ÷èñëà 1 / G, v v( ), ( ), ( ), ( ),1 2 1 2� �m m — ïðè-
áëèæåíèÿ ÷èñåë v,m, ò.å.

Lim Lim Lim
m m m

m v m v mg m m( ) , ( ) , ( )� � �1

G
.

Íåðàâåíñòâà (7) îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî s íàéäåòñÿ êî-
íå÷íûé íîìåð N s( ) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî

m N s� ( ) (8)

áóäóò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

� �f v v m f m ms s[ ( ), ( ),...; ] [ ( ), ( ),...; ] ( )1 2 1 2� �m m g . (9)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
30. Äëÿ èçâåñòíîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ÷èñåë s s ìîæíî óêàçàòü òà-

êîé íàáîð èõ ïðèáëèæåíèé, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå
s *, ÷òî äëÿ ëþáîãî s s� * áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

N s s( ) � ,

ãäå ñìûñë N s( ) äàåòñÿ óñëîâèÿìè (8), (9).
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî s s� *

� �f v v s f s ss s[ ( ), ( ),...; ] [ ( ), ( ),...; ] ( )1 2 1 2� �m m g . (10)
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Â äàííûõ íåðàâåíñòâàõ f ss , ( )g — êîíå÷íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïî-
ýòîìó ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó Lim

s
. Ñîïîñòàâëÿÿ (10) è (5), ïðèõî-

äèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî ïðè v, m � L

| ( ) ( )| /B v B� �m 1 G.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B v( ) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ñó-
ùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç t:

t � limit
v

B v( ). (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ 10–30,
òî îáúåêò, êîòîðûé ìîæíî â áóäóùåì îòîæäåñòâèòü ñ s*, ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè äàííîãî îáúåêòà.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ limit è Lim âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î íåñóùåñòâîâàíèè çíà÷åíèé t � 0 ïðè óñëîâèè,
÷òî s s � 0 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ s.

Èòàê, ïóñòü äëÿ ëþáîãî s èìååì s s � 0. Îáðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâó
(3) è ïðîéäåì ïî âñåé öåïî÷êå âûêëàäîê ê ðàâåíñòâó (11). Ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì t � 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñò-
âåííîñòü åñòü.

Îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ó íàñ çàäàíû òîëüêî ñóùåñòâåííûå
÷èñëà s s , ò.å. çàäàíû èìåííî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàííûå êëàññû çàäàþòñÿ ÷åðåç óêàçàíèå
íåêîòîðûõ èõ êîíêðåòíûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îáúåêòà tìû ïîëüçîâàëèñü òàêæå êîíêðåòíûìè ïðåäñòà-
âèòåëÿìè êëàññîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s s . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðåä-
ñòàâèòåëè, îïèñûâàþùèå s s , â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò íå ãîäèòüñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëà t. Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
ïðåäåë Lim ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0ñóù ñóù ñóù, ,... ,...0 0 .

Çäåñü s s � 0ñóù ïðè ëþáîì s � 1 2, ,... . Â ïðèíöèïå, èìååì

s
w

s
v v ms v m s v m

� � �
� �

limit limit Lim
1 1

0
( ) ( ) ( )

. (12)

Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî ÷ëåíà s m� ïðîñòî íå ñó-
ùåñòâóåò. Äðóãîé ïðèìåð: ïðè ôèêñèðîâàííîì s

s w
s

v

s

v m

s mv v m� � �� �limit limit Lim[ ( )] 0. (13)

Åñëè ïðîèãíîðèðîâàòü óñëîâèå 30 è âû÷èñëèòü t, òî ìû ïîëó÷èì
çàâåäîìî íåâåðíûé ðåçóëüòàò: t � 1. Óñëîâèå 30 êàê ðàç èñêëþ÷àåò
ïîäîáíûå âàðèàíòû. ßñíî, ÷òî, ïåðåõîäÿ ê äðóãèì ïðåäñòàâèòåëÿì
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êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (12), (13), ëåãêî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñ-
ëîâèé 10, 30 è ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûé ïðåäåë.

Ïîäâåäåì èòîã.
Òåîðåìà 10.1. Åñëè

s s1 2, ,...

åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîðÿäêîâîãî òèïà 1, ò.å.

s s
v m

sf v v m� limit Lim [ ( ), ( )...; ]1 2

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10–30, òî ïðåäåë

t � limit LimLim
v s m

sf v v m[ ( ), ( )...; ]1 2

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåíåí è ðàâåí

t � limit Lim
v s

sf v v s[ ( ), ( )...; ]1 2 .

Äàëåå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î òîì, êàêèå åñòü îñíîâà-
íèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäåë t îòîæäåñòâèòü ñ îáúåêòîì Lim

s
ss . Íà÷-

íåì ñ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà.
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îáúåêòà w. Ïîëîæèì s s s� .

Ïóñòü r ms ( ) — ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà s ñ m äåñÿòè÷íûìè
çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé.

Òîãäà ñóùåñòâåííîå ÷èñëî s ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðÿäêîâîãî òèïà 2:

r r r m r m

r m

s s s
m

s

m
s

( ), ( ),... ( ),... ( ),... ,

( ),.

1 2

2

Lim

Lim .. [ ( )],... .Lim
m

sr v m

Óñòðîéñòâî äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðî-
ñòûì. Íàïðèìåð, äëÿ s � 2 íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñ-
ëî 1,4, íà âòîðîì è òðåòüåì — 1,41 è 1,414, íà m-ìåñòå ñòîèò ÷èñëî 1,
41421 … ñ m äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé è ò.ä. Äàëåå íà ìåñ-
òå íîìåð w ñòîèò ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî

Lim Lim
m

r m2 1 4 1 41 1 414( ) ( , ; , ; , ,...)� ,

íà ìåñòå íîìåð w2 — ÷èñëî

Lim Lim
m

r m2
2 1 4 1 4142 1 414213562( ) ( , ; , ; , ;...)� .

Çäåñü ïîä çíàêîì Lim íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ïðèáëèæåíèå 2 ñ îä-
íèì çíàêîì, íà âòîðîì ìåñòå — ñ ÷åòûðüìÿ çíàêàìè, íà òðåòüåì ìåñ-
òå — ñ äåâÿòüþ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè è ò.ä. Íàêîíåö, íà ìåñòå íîìåð
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v v m
m

� Lim ( ) ñòîèò ÷èñëî Lim
m

r v m2 [ ( )]. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðè-

âàåìîì ïðèìåðå ôóíêöèîíàë, çàïèñàííûé â ðàâåíñòâå (3), ñâîäèòñÿ
ê îäíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî:

f v v v k m r v ms s[ ( ), ( ),... ( ),...; ] [ ( )]1 2 � .

Äàííûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê ÷èñëàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Èòàê, â íàøåì ïðèìåðå

s s
v m

ss r v m� � limit Lim [ ( )]

è, çíà÷èò,
t � limit Lim

v s
sr v s[ ( )].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà t óñòðîåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðâîì ìåñòå v � 1ñòîèò ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî

Lim Lim( )
s

sr ( ) , ; , ; , ; , ,...1 1 0 1 4 1 7 2 0� .

Çäåñü ñ îäíèì äåñÿòè÷íûì çíàêîì çàïèñàíû ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
1 2 3 4, , , ,... . Íà âòîðîì ìåñòå ñòîÿò ïðèáëèæåíèÿ òåõ æå ÷èñåë ñ

äâóìÿ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè è ò.ä. Äàëåå íà ìåñòå íîìåð v � w ñòîèò
ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî

Lim Lim
s

sr s( ) ( , ; , ; , ;...)� 1 0 1 41 1 732 .

Çäåñü ïîä çíàêîì Lim íà ìåñòå íîìåð s ñòîèò ïðèáëèæåíèå ÷èñëà s

ñ s äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè. Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷èñëà ñ èíäåêñîì v � w2

ïîä çíàêîì Lim íà ìåñòå íîìåð s áóäåò ñòîÿòü ïðèáëèæåíèå ÷èñëà s

ñ s 2 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé è ò.ä. è ò.ä. Ïîñòðîåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, áîëåå òîãî, ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé. Çíà÷èò, îíà äåéñòâèòåëüíî
îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî t. Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ðàç-
íîñòü

w t� � �2 2limit Lim
v s

ss r v s{ [ ( )]}.

Íà÷íåì ñ ðàçíîñòåé 2 2
2� r m( ):

2 1 4 0 04 2 1 41 0 0119 2 1 414 0 0006042 2 2� � � � � �, , ; , , ; , , ,... .

Çäåñü â ïåðâîé ðàçíîñòè ïîñëå çàïÿòîé ñòîèò îäèí íóëü è çàòåì èäóò
çíà÷àùèå öèôðû, â òðåòüåé ðàçíîñòè ñòîÿò òðè íóëÿ è çàòåì èäóò
çíà÷àùèå öèôðû. Ïîäïðàâèì ïðèáëèæåíèå r m2( ) òàê, ÷òîáû è âî
âòîðîé ðàçíîñòè ñòîÿëè äâà íóëÿ, à çàòåì øëè çíà÷àùèå öèôðû.
Àíàëîãè÷íûå ïîïðàâêè ñäåëàåì è äëÿ äðóãèõ ïðèáëèæåíèé. Îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîõðàíèì ïðåæíèìè. (Î÷åâèäíî, ÷òî
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âíåñåííûå ïîïðàâêè íèêàêèõ âûâîäîâ íå çàòðîíóò.) Â ñîîòâåòñòâèè
ñ èçëîæåííûìè ïîñòðîåíèÿìè ÷èñëó w t� 2 îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà 2:

10 1 10 2 10 101 2� � � �� � � �R R R R v( ), ( ),... ( )... ( ),...w nw , (14)

ãäå

R s r

R s r s

s
s

s
s

( ) ( ( )),...

( ) [ ( )]

1 10 1

10

2

2

� �

� � �

�

Lim

Lim

L

w w

im
s

s
sr r s r s[ ( ( )), ( ( ))... ( ( )),...10 1 1 10 2 2 101

2 2
2
2 2� � � ],... .

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî v

0 1� �R v( ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (14) ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòî-
ìó t w2 � , ÷òî äàåò îñíîâàíèå äëÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî t w� .
(Ïî ïîñòðîåíèþ t � 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çäåñü òàêæå èñïîëüçî-
âàíî.)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Âûøå ñèìâîëîì

s s
v

sA v� limit ( )

áûë îáîçíà÷åí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü A vs ( ). Íè÷òî íå ìåøàåò ñèìâîë limit òðàêòîâàòü êàê ïðåäåëü-
íûé ïåðåõîä îò A vs ( ) ê s s . Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

| ( ) |A vs s� �s g (15)

ïðè v � L( )g . Çäåñü g � 1 / G — ñêîëü óãîäíî ìàëîå áåñêîíå÷íî ìàëîå
íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî. (Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà îïåðàöèè limit áóäóò
ðàññìîòðåíû íèæå.) Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ 10–30 â íåðàâåí-
ñòâàõ (15) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó Lim

s
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

| ( ) |*B v � �s g. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÷èñ-
ëî t � limit

v
B v( ):

| ( ) |B v � �t g

ïðè v � � ( )L g . Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ çàêëþ÷èì, ÷òî

| |*t s g� � 2 .

Íà îñíîâàíèè Âòîðîé àêñèîìû ðàçðåøåíèÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
t s� *. Ïîäâåäåì èòîã.
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Òåîðåìà 10.2. Åñëè

s s s s n
n

1 2, ,... . . ., ( )s s sA� limit

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîðÿäêîâîãî òèïà 1 è âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10–30, òî

Lim limit limit Lim
s v

s
v s

sA v A v( ) ( )� . (16)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè èçâåñòíûõ óñëîâèé îïåðàòîðû
limit è Lim ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Â áîëåå ðàáî÷åì âàðèàíòå
ôîðìóëà (16) âûãëÿäèò òàê:

Lim limit Lim

limit Lim
s v m

s

v s
s

f v v m

f v

[ ( ), ( ),... ]

[ (

1 2

1

�

� ), ( ),... ] .v s2
(17)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé ïðåäåë
Lims s ñóùåñòâóåò è ðàâåí âïîëíå îïðåäåëåííîìó ñóùåñòâåííîìó
÷èñëó. Ôîðìóëà (17) çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò òåõíèêó âû÷èñëåíèé è
ïîçâîëÿåò ââåñòè ìíîæåñòâî ÷èñåë, ñ êîòîðûìè ìîæíî ðàáîòàòü áåç
îáðàùåíèÿ ê èõ ïðèáëèæåíèÿì. Ê òàêèì îòíîñÿòñÿ ÷èñëà

E, , ,å åE Ew w

è ò.ä. Íàïðèìåð, ïî îïðåäåëåíèþ

wE � Lim
s

s s. (18)

Ïóñòü rs m( ) — ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ss ñ m äåñÿòè÷íûìè çíà-

êàìè. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (17)

w rE � limit Lim
v s

s v s[ ( )]. (19)

ßñíî, ÷òî âñå âûêëàäêè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (18) ãîðàçäî óäîáíåå, ÷åì ñ
ïðèáëèæåíèÿìè (19).

§ 11. Ñðàâíåíèå ïðåäåëà â ñìûñëå Lim
ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëà êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà

Ïðåäåë â ñìûñëå Lim îáëàäàåò òåìè æå àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè, ÷òî è êëàññè÷åñêèé ïðåäåë lim. Íàïðèìåð,

Lim Lim Lim( ) .a b a bn n n n� � �
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ î õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ }an ê ñâîåìó ïðåäåëó

A a
n

n� Lim . (1)

Ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Lim
n

na A( )� � 0. (2)

Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë: åñëè à a

n
n�

	�
lim , òî

lim ( )
n

na a
	 �

� � 0. (3)

Ïîýòîìó â òåõ âûêëàäêàõ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ïðåäåëîâ è ñâîéñòâà (2) èëè (3), ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ
ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè lim, áóäóò àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åí-
íûì ñ ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè Lim.

Íåîáõîäèìî, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { }an â (2) è (3) íîñèò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûé õàðàêòåð. Íà-
ïðèìåð, åñëè a— êîíå÷íîå ÷èñëî, òî (3) îçíà÷àåò, ÷òî ìîäóëü ðàçíî-
ñòè ( )an � a íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàåòñÿ. Åñëè æå a � �, òî (3) îçíà-
÷àåò, ÷òî an — íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðåäåë (2) äàåò áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò.
Ïðèìåðû.

10. Âîçüìåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a bn n
n n

� �1 1
2

, .

Îïåðàöèÿ lim íå ðàçëè÷àåò èõ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå: â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïðåäåë ðàâåí 0:

lim lim
n nn n	� 	�

� �1 1
2

0.

Îïåðàöèÿ Lim ïðåäåëû an è bn óæå ðàçëè÷àåò:

Lim E Lim E
n nn n

1 1
2

2� �, .

20. Àíàëîãè÷íîå ðàçëè÷èå íàáëþäàåòñÿ è ïðè îïèñàíèè áåñêî-
íå÷íûõ ïðåäåëîâ. Ïóñòü

a n b nn n� �, 2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðå-
ìÿòñÿ ê îäèíàêîâîìó ïðåäåëó — áåñêîíå÷íî áîëüøîìó âåùåñòâåííî-
ìó ÷èñëó �:

lim , lim
n n

n n
	� 	�

� � � �2 .
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Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ïðåäåëû:

Lim Lim
n n

n n� �w w, 2 2.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïðèìåðå ìû èç îáëàñòè êîíå÷íûõ ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè lim ïîïàäàåì â îäíî è òî æå
÷èñëî 0âåù , à ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè Lim — ïåðåõîäèì ê ðàçëè÷íûì
áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëàì E è E2. Àíàëîãè÷íî âî âòîðîé ãðóïïå ðà-
âåíñòâ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè lim ìû «ñîâåðøàåì ïðûæîê» â îäíó è òó
æå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó �, â òî âðåìÿ êàê ñ ïîìîùüþ îïåðà-
öèè Lim «ñîâåðøàåì ïðûæêè» â ðàçëè÷íûå áåñêîíå÷íî áîëüøèå
÷èñëà.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàöèÿ lim íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü «îá-
ðàòíûé ïðûæîê», ò.å. «ïðûæîê» èç áåñêîíå÷íîñòè â êîíå÷íóþ òî÷êó.
Ðåçóëüòàòîì ëþáîé îïåðàöèè òèïà

lim( lim ) lim( )
n n n

n n n
	� 	� 	�

� � � � � �1 1

áóäåò íåîïðåäåëåííîñòü. Ìåæäó òåì îïåðàöèÿ Lim ïîçâîëÿåò
ñîâåðøèòü «îáðàòíûé ïðûæîê» îò áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà. Íà-
ïðèìåð,

Lim Lim Lim
n n n

n n n( ) ( )1 1 1� � � � � �w .

Åñòü åùå îäíî, ìîæåò áûòü, ñàìîå âàæíîå ðàçëè÷èå â îïåðàöèÿõ
lim è Lim. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíèìà òîëüêî ê ôóíäàìåíòàëüíûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âòîðàÿ æå — ê ëþáûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, âêëþ÷àÿ, êîíå÷íî, è ôóíäàìåíòàëüíûå. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ äåëèòåëè íóëÿ, äâîéíûå åäèíèöû è ìíîæåñòâî
äðóãèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî-
ñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

30. Ìîæíî óêàçàòü åùå îäíó îáùóþ ÷åðòó ó ïðåäåëîâ â ñìûñëàõ
lim è Lim. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî êà÷åñòâà. Íàïðèìåð, îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû lim
ìîæíî ïåðåéòè ëèáî ê èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó, ëèáî ê áåñêîíå÷íî-
ñòè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé:

lim ; lim ...
n

n

nn n
e

	� 	�
�


�
� 

�
� � � � �


�
� 

�
� � �1 1

1 1

2

1
âåù .
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Àíàëîãè÷íî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä Lim ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò âåùåñò-
âåííîãî óðîâíÿ ê ëþáûì ìåãàóðîâíÿì:

Lim Limn nn� �w ww, .

Äàëåå îïåðàöèÿ lim ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê íåðàâåíñòâàì.
Ïðàâäà, îïåðàöèÿ lim ìîæåò îñëàáèòü íåðàâåíñòâî: èç ñòðîãîãî íåðà-
âåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî, íî íå áîëåå òîãî. Êàê áûëî ïîêà-
çàíî âûøå, îïåðàöèÿ Lim ìîæåò «èäòè äàëüøå» è èçìåíèòü çíàê íå-
ðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé: w � �n2 0, íî Lim( ) <w � n2 0.

Äàëåå, åñëè íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }an ñõîäèòñÿ ê âåùå-
ñòâåííîìó ÷èñëó a, òî ê ýòîìó ÷èñëó ñõîäèòñÿ è ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü { }an . Äëÿ ïðåäåëîâ Lim ýòî ïðèíöèïèàëüíî íå òàê: íàïðè-

ìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1

n

�
�
�

 
!
"
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó E, à åå ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü
1
2

n

�
�
�

 
!
"

— ê ÷èñëó E2. (Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ òîëüêî

ñòàöèîíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)
Â çàêëþ÷åíèå ïîïûòàåìñÿ íåôîðìàëüíî ïîíÿòü, êàêîé îáðàç îò-

âå÷àåò ïîíÿòèþ «ñõîäèòñÿ» â ñìûñëå Lim. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå
ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿñíîé: «ñõîäèòñÿ» — ýòî çíà÷èò íåîãðàíè÷åííî
ïðèáëèæàåòñÿ â ñìûñëå óìåíüøåíèÿ ìîäóëÿ ðàçíîñòè | |a an� .

Äëÿ ñõîäèìîñòè â ñìûñëå Lim ñèòóàöèÿ äðóãàÿ. Ïóñòü

Lim Lim( )n n� � �w w, 0.

Çäåñü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n çíà÷åíèå w � n áîëüøå ëþáîãî
êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîýòîìó ïðåæíåå ïðåäñòàâëåíèå î
ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî ÷åì-òî çàìåíèòü.

Àäåêâàòíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà, èçîáðàæåííàÿ
íà ðèñ. 3.1.

Ñëåâà èçîáðàæåíà ïóøêà. Íà åå ñòâîë íàíåñåíû äåëåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàññòîÿíèþ îò îñíîâàíèÿ ñòâîëà. Ïóøêà ñòðåëÿåò ÿä-
ðàìè. Åå óñòðîéñòâî ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ðàçíûå çàêîíû äâèæåíèÿ
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ÿäðà ïî ñòâîëó: L L t� ( ), L — ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà ñòâîëà, t — äèñ-
êðåòíîå âðåìÿ t � 1 2 3, , ... . ßäðî ñíà÷àëà äâèæåòñÿ ïî ñòâîëó, çàòåì
ïîêèäàåò åãî è ïðèçåìëÿåòñÿ íà êàêîì-òî ðàññòîÿíèè îò òî÷êè ñòàð-
òà. ßñíî, ÷òî ÿäðî, êîòîðîå ðàçãîíÿåòñÿ áûñòðåå, íàïðèìåð ïî çàêîíó
L t t( ) � 3, äîëæíî ïðèçåìëèòüñÿ äàëüøå, ÷åì ÿäðî, êîòîðîå ðàçãîíÿåò-
ñÿ ìåäëåííåå, íàïðèìåð ïî çàêîíó L t t( ) � . Ïåðâîå ÿäðî äîñòèãíåò
òî÷êè X � w3, âòîðîå — òî÷êè X � w. Êàê òåïåðü ïðåäñòàâèòü ïîëåò
ÿäðà ñ ìîìåíòà ïîêèäàíèÿ èì ñòâîëà äî ìîìåíòà ïðèçåìëåíèÿ? Òî÷-
íåå âñåãî ïðåäñòàâèòü åãî êàê ïðûæîê ÷åðåç áåçäíó, êîòîðàÿ ðàçäå-
ëÿåò ìåæäó ñîáîé êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå óðîâíè íåàðõèìåäîâîé
ïðÿìîé.

Íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå — îáëàñòü êîíå÷íîãî è îá-
ëàñòü áåñêîíå÷íîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Lim ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïîëåò ÿäðà, êîòîðîå ðàçãîíÿåòñÿ ïî çàêîíó X X( )n� è â ñâîåì ïî-
ëåòå äîñòèãàåò êà÷åñòâåííî íîâîãî óðîâíÿ:

X LimX* ( )� n .

Óêàçàííûé îáðàç ïîìîãàåò «ïðèìèðèòüñÿ» è ñ ïàðàäîêñàëüíûì
íà ïåðâûé âçãëÿä ôàêòîì: âîçìîæíûì èçìåíåíèåì çíàêà íåðàâåíñòâ
â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà Lim.

Íà ðèñ. 3.2 èçîáðàæåíû äâå ïóøêè. Ñòâîë ïåðâîé ðàñïîëàãàåò-
ñÿ íà îòðåçêå 1 2, ,... ,...n , ñòâîë âòîðîé — íà îòðåçêå 2 1w � ,
2 2 2w w� �. . . ,...n . Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïóøêà ðàñïîëàãàåòñÿ âïå-
ðåäè ïåðâîé. Ïóñòü ïåðâàÿ ïóøêà ÿâëÿåòñÿ áîëåå äàëüíîáîéíîé, ÷åì
âòîðàÿ. Ïðè÷åì ðàçëè÷èå â äàëüíîáîéíîñòè ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïóøêàìè. Òîãäà ÿäðî èç ïåðâîé ïóøêè óïàäåò äàëüøå, ÷åì
ÿäðî èç âòîðîé ïóøêè.

Íà ýòèõ îáðàçàõ ñìåíà çíàêà íåðàâåíñòâà n n2 2� �w ïðè ïåðå-
õîäå ê ïðåäåëó Lim âûãëÿäèò âïîëíå åñòåñòâåííîé. Ïóøêà, ðàñïî-
ëîæåííàÿ ëåâåå, èìååò äàëüíîáîéíîñòü äî òî÷êè w2, òàê êàê
Lim

n
n2 2� w . Ïðè ýòîì ïóøêà, ðàñïîëîæåííàÿ ïðàâåå, èìååò äàëüíî-
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áîéíîñòü w. ßäðî èç íåå äîñòèãàåò òî÷êè 3w: Lim( )2 3w w� �n . Ïðè-
÷åì âêëàä â îáùåå ðàññòîÿíèå, ðàâíûé 2w, ñâÿçàí òîëüêî ñ ðàñïîëî-
æåíèåì ïóøêè, à âêëàä âåëè÷èíû w — ñ ñîáñòâåííîé åå äàëüíîáîé-
íîñòüþ.

§ 12. Ïðåäåëû íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü
s s s s sw m n1 2, ,... ,... ,... ,... (1)

— íåñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, ãäå

s m
m

v vA� limit ( ). (2)

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (1) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 0ñóù , åñëè äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñ-
ëà G èç ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà íàéäóòñÿ ÷èñëàN( )G è M( )G,v
èç ýòîãî æå ðÿäà òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ

v v� �N( ) M( )G G, ,m (3)

áóäóò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâà

| ( ) | /Av m � 1 G.

Äàííûé ôàêò áóäåì ôèêñèðîâàòü çàïèñüþ

limit
v

vs � 0

è ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1).

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåé-
ñÿ, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî s*, ÷òî limit

v
v( )*s s� � 0.

×èñëî s* áóäåì ñ÷èòàòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sv è çàïèñû-

âàòü s sv 	 *, èëè s s* � limit
v

v .

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðèíÿòûõ îïðåäåëåíèé íå ïðåä-
ñòàâëÿåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé. Ëåãêî òàêæå äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü
îïðåäåëåíèÿ 12.2 è ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ñóùåñòâåííîå ÷èñëî s* íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), åñëè äëÿ ëþáîãî Gìîæíî íàéòè òà-
êîå L, ÷òî ïðè v � L

| | /*s sv � � 1 G,

ãäå G L, ïðèíàäëåæàò ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó.
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Îïðåäåëåíèå 12.4. Íåñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë (1) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà G èç ïðî-
äîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà íàéäåòñÿ ÷èñëî L, ïðèíàäëåæàùåå òîìó
æå ðÿäó, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ m,v � L

| | /s smv � � 1 G.

Òåîðåìà 12.1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè
íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ åå ôóíäà-
ìåíòàëüíîñòü.

Òåîðåìà 12.2. Ëþáàÿ íåñ÷åòíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåé-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñõîäÿùåéñÿ è èìååò òîò æå
ñàìûé ïðåäåë, ÷òî è èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âñå äîêàçàòåëüñòâà íåòðóäíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ñõåìó [101]. Èç
ïîñëåäíåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü Av( )m â ðàâåí-
ñòâå (2) òàê, ÷òîáû ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ìîæíî áûëî âû-
÷èñëÿòü êàê ïðåäåë äèàãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

s s m
m

* ( ) ( ).� � �limit limit limit limit
v

v
v

v
v

vA A v (4)

Òåîðåìà 12.3. Åñëè

limit
v

v
	�

�s 0,

òî íàéäåòñÿ «íàòóðàëüíîå» L òàêîå, ÷òî ïðè v � L áóäóò èìåòü ìåñòî
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: sv � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.3 è ðàâåíñòâà (4).

§ 13. Ñðàâíåíèå ïðåäåëà â ñìûñëå limit
ñ ïðåäåëîì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà lim

Âî-ïåðâûõ, îáà ïðåäåëà îáëàäàþò îäèíàêîâûìè àðèôìåòè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè:

lim( ) lim lim ,
n

n n
n

n
n

n

v v

p q p q

A B

	� 	� 	�
� � �

� �limit( ) limit A Bv v� limit

è äð. Âî-âòîðûõ, åñòü àíàëîãèÿ è â õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè. Åñëè
Av 	 s, òî

limit
v

vA( )s � � 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü | |s � Av ñ óâåëè÷åíèåì v ñòàíîâèòñÿ ìåíü-
øå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ÷èñëà l.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ïðåäåëà limit â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ïðåäåëà lim â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Åñòü òàêæå àíàëîãèÿ è â ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåìàõ è èõ äîêàçà-
òåëüñòâàõ.

§ 14. Íàëè÷èå äâóõ òèïîâ ïåðåìåííûõ
(ò.å. íåàêòóàëüíûõ) áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí

Â àíàëèçå-1 ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, à çàòåì âûäåëÿåòñÿ îñîáûé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðåäåë
êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðèíàäëåæàùèå ê ýòîìó
êëàññó, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Êîëü ñêîðî
ðå÷ü èäåò î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, òî íàçâàíèå ìîæíî áûëî áû óòî÷-
íèòü è ãîâîðèòü î «ïåðåìåííûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èíàõ». Òàê
êàê àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå
íåò, òî óêàçàííîå óòî÷íåíèå, êàê ïðàâèëî, íå èñïîëüçóåòñÿ. Â íåàð-
õèìåäîâîì àíàëèçå òàêîå óòî÷íåíèå íåîáõîäèìî, òàê êàê çäåñü åñòü
àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû E E, 2 è äð., êîòîðûå âî âñåõ
âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ «íà ðàâíûõ» ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè òèïà
1 3/ ,p èëè e.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Íåñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîðÿäêîâîãî

òèïà 2)

X X X X1 2, ,... ,... ,...w v

áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííîé áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé òèïà 2, åñëè

limit X
v

v
	�

� 0.

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîðÿäêîâîãî

òèïà 1)

X X X1 2, , ... ,...n

áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííîé áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé òèïà 1, åñëè

LimX
n

n
	

�
w

0.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ðàçëè÷íûå âàðèàöèè óêàçàííûõ íà-
çâàíèé, íàïðèìåð âìåñòî íîìåðà òèïà áóäåì óêàçûâàòü íà òèï ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà èëè õàðàêòåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàì, ãäå âîç-
ìîæíî, áóäåì îïóñêàòü äàæå óòî÷íåíèå «ïåðåìåííàÿ» áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ âåëè÷èíà.
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Îïðåäåëåíèå 14.3. Áåñêîíå÷íî ìàëûå òèïà 2 Uv v, X èëè òèïà 1

Un n, X áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

limit
Xv

v

v
	�

�
U

1 èëè Lim
Xn

n

n
	

�
w

U
1.

Äëÿ íå ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ìîæíî ââåñòè èõ øêàëó ïî
îáðàçöó àíàëèçà-1. Áåñêîíå÷íî ìàëûå òèïà 2 àíàëîãè÷íû áåñêîíå÷íî
ìàëûì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîýòîìó âñå îïðåäåëåíèÿ àíàëèçà-2,
ñâÿçàííûå ñ ïðåäåëàìè (íåïðåðûâíîñòü è äð.), ìîãóò áûòü èçëîæåíû
íà ÿçûêå áåñêîíå÷íî ìàëûõ òèïà 2. Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ òèïà 1
àíàëîãà â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå íåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ «ïå-
ðåìåííûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí» îïåðàöèÿ òèïà lim( )

n
nx

	�
� � íå

îïðåäåëåíà, õîòÿ ñàìà îïåðàöèÿ lim
n

nx
	�

� � èìååò íåêîòîðûå îáùèå

÷åðòû ñ îïåðàöèåé Lim àíàëèçà-2.
Ïðèìåðû.

10. Ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå òèïà 2:

X v v
v

v

v
� �

�

1

12
, U .

20. Íå ýêâèâàëåíòíûå âåëè÷èíû òèïà 2:

X v v
v v

� �1 2
, U èëè

w w2

2

1

v v v
, , .

E

30. Ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå òèïà 1:

X Y

X E Y E E

n n

n n

n n n

n n n

� � � � � �

� � � � � �

�
� 

�
�

w w w; ( ) ( ) ;

;

2

2
1 1 1

.

40. Íå ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå òèïà 1:

X Yn nn n� � � �w w w, ( ).

§ 15. Î òî÷íûõ ãðàíÿõ îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.
Î íåàðõèìåäîâîì àíàëîãå ëåììû
Áîëüöàíî — Âåéåðøòðàññà
1. Òî÷íûå ãðàíè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: ëþáîå
îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü. Åñëè ìíîæåñòâî ñâåðõó íå îãðàíè÷åíî, òî â êà÷åñòâå
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òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè áåðåòñÿ íåñîáñòâåííîå ÷èñëî ��. Íàïðèìåð,
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë

x n
n

� �1
1
, (1)

ãäå n � 1 2 3, , ..., ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ñîâîêóï-
íîñòè

x nn � 2 (2)

ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëî �� è ò.ä. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïðî-
ñòûì ñëåäñòâèåì ïðèíÿòîé êîíöåïöèè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Îäíà-
êî ìîæíî ñêàçàòü è ïî-äðóãîìó: óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òî÷-
íîé âåðõíåé ãðàíè ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñàìîé êîíöåïöèè âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà. (Ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì èçëîæåíèè òåîðèè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàëè÷èå òî÷íîé ãðàíè ïîñòóëèðóåòñÿ êàê àê-
ñèîìà [102].)

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Çäåñü ìîæíî óêà-
çàòü ñêîëüêî óãîäíî îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò. Îäíàêî âîçìîæíà è ïðîòèâîïî-
ëîæíàÿ ñèòóàöèÿ: ìíîæåñòâî ñâåðõó îãðàíè÷åíî, íî òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè íåò. (Äëÿ íèæíèõ ãðàíåé ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà.) Ïóñòü, íà-
ïðèìåð,

X n
n

n� � �1 1 2
1
, , ,... .

Äàííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñëîì 1 è 1 — åãî òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü. Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé. Ïðèìåðû îòñóò-
ñòâèÿ âåðõíåé ãðàíè ïðèâåäåíû äàëåå. Ðàññìîòðèì îäíî äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé ãðàíè.

Òåîðåìà 15.1. Ëþáàÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ íåñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ íåàðõèìåäî-

âîé ïðÿìîé, èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

Òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè ìîæíî îñëàáèòü, íî ñîâñåì èñêëþ-
÷èòü íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A
n

n
n

n

n

n w w
�

� �

� �

�

�
$

�
$

1

1

1

1

ïðè 1, 2 ,

ïðè

,... ,...

, ,...

èìååò òèï 2 è îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåðõó ÷èñëàìè 0, 1. Îäíàêî òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè çäåñü íåò. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
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· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷ëåíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñóòü ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà è S — èõ âåðõíÿÿ ãðàíü:

À A A A A1 2� � � � � � � � ��. . . . . . . . . . . .w n n m S. (3)
Ïóñòü

À rn
k

n
k

k k k� � �Lim Lim 1, 2, 3... .( ), ( ),S S

Çàôèêñèðóåì k è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

r r r r1 ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( )k k k k kw n n m� � � � � � � �� S . (4)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíàäëåæèò ê òèïó 2 è ñîñòîèò òîëüêî èç
àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îíà ìîíîòîííà, îãðàíè÷åíà è ïî
òåîðåìå êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ñõîäèòñÿ â òîì ñìûñëå, êàê ýòî ïîíè-
ìàåòñÿ â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Ñëåäîâàòåëüíî, (4) ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Òîãäà ïî ëþáîìó çàäàííîìó ðàöèîíàëüíîìó
÷èñëó e(k) ìîæíî íàéòè, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íî áîëüøîé íîìåð
M( )k òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî n k� M( ) è ëþáûõ «íàòóðàëüíûõ» m áóäåò
èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

r rn m nk k e k� � �( ) ( ) ( ). (5)

Âîçüìåì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé e(k), êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó íàïåðåä çàäàííîìó «íàòóðàëüíîìó» ÷èñëó
Ã Lim .�

k
e k1/ ( ) Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ Ì( )k áóäåò ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùåé:

Ì M M(1) � � � �( ) ... ( ) ...2 k .
Ïîëîæèì

L � Lim .
k

kM( )

×èñëî L âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà áoëüøåå, ïîýòîìó åãî ìîæíî ñ÷è-
òàòü «íàòóðàëüíûì» ñ ñàìîãî íà÷àëà. (Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî «íà-
òóðàëüíûì» ðÿä íå îãðàíè÷åí.) Ïóñòü n � L. Òîãäà ïðè ëþáîì k èìå-
åò ìåñòî íåðàâåíñòâî (5) äëÿ ÷èñëà L, íå çàâèñÿùåãî îò k. Ïîýòîìó â
(5) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

| | .À Àn m n� � � 1

Ã

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åå ïðåäåë

s
n

n
* �

	�
limit A .

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî s* è áóäåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæå-
ñòâà (3).
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Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîñòîèò èç ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé:

s m s m s m
m m

n
m

n1 1 2 2� � � � � � �limit limit limitA A A( ) ( ) ... ( ) ...� S. (6)

Ñäåëàåì àíàëèç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) ñõîäèò-
ñÿ, ò.å. îáúåêò

s s m
n

n
n m

n
* ( )� �limit limit limit A (7)

ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, åñëè

Àn m
n

m n
( ) ,� � �1

1

òî

s sn
m

n

m n n
� � �




�
��



�
�� � � �

	�
limit è *1 1 1

1 1
.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ. Â äàííîì ñëó÷àå
îíà áóäåò ìîíîòîííîé:

A A A1 21 2( ) ( ) ... ( ) ...� � � � �n n S, (8)

òàê êàê An n n( ) / .� �2 1 Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïðåäåëîì
(7) íå ñîâïàäàåò. Åñëè æå â (7) ïðè ôèêñèðîâàííûõ n ïåðåõîäèòü ê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïî m (òî åñòü óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè ê sn ), òî ïðèäåì ê ñèòóàöèè, êîãäà

s m n
n m

n
n

n
* ( ) ( )� �limit limit limit .A A (9)

Äàííàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðàâóþ ÷àñòü (9) óæå íå ìåíÿåò.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Îáðàòèìñÿ ê íåðà-
âåíñòâàì (6). Èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè sn âûáåðåì òàêèå ïðåä-
ñòàâèòåëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Àn m( ), ÷òîáû èç (6) âñåãäà ñëåäîâàëà
öåïî÷êà íåðàâåíñòâ (8). Çäåñü ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ (3) è ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûé ïðåäåë

t n
n

n
* ( )� limit A

ñóùåñòâóåò. Áóäåì òåïåðü óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè Àn m( ) ê
sn è, çíà÷èò, ïðèáëèæàòü Àn n( ) ê sn . Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê çíà÷å-
íèþ t*, êîòîðîå ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
áîëüøå íå ìåíÿåòñÿ. Äàííîå çíà÷åíèå ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê s* è
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óòâåðæäàòü, ÷òî s* — ýòî è åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (6).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Îáñóäèì òåïåðü äàííóþ òåîðåìó íåôîðìàëüíî. Ãëàâíûì (òî÷íåå,
íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì) ïðèçíàêîì ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé
ãðàíè ÿâëÿåòñÿ «êîëè÷åñòâî» ýëåìåíòîâ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
Èõ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìíîãî. Íåòðóäíî ïîíÿòü, «ñêîëüêî»
èìåííî ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé ãðàíè.
Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî èõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì ýëåìåíòîâ â
ïðîäîëæåííîì íàòóðàëüíîì ðÿäå ÷èñåë. Ýòî ñîîáðàæåíèå îñíîâàíî
íà ñëåäóþùåì. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äîëæíà êîíñòðóèðîâàòüñÿ èç
ýëåìåíòîâ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ýòà ãðàíü îãðàíè÷èâàåò. Òî
åñòü ãðàíü — ýòî ÷èñëî íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äàííîå ÷èñëî — ýòî êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñ-
ëàìè ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ò.å. ðÿäà òèïà 2. Ïîýòîìó èñ-
õîäíîãî ìàòåðèàëà äëÿ òàêîé êîíñòðóêöèè äîëæíî áûòü íå ìåíüøå,
÷åì ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïà 2.

Åñëè èñõîäíîãî ìàòåðèàëà íåäîñòàòî÷íî, òî ãðàíè íå ñóùåñòâó-
åò. Íàïðèìåð, âîçüìåì òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
(1), íî ðàñïîëîæåííûõ óæå íà ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé. Çíà÷åíèå
x * � 1ñóù ïî-ïðåæíåìó áóäåò åãî âåðõíåé ãðàíüþ. Íî òåïåðü ýòî çíà-

÷åíèå óæå íå áóäåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ, òàê êàê êðîìå ÷èñëà 1,
ìîæíî óêàçàòü åùå ñêîëüêî óãîäíî âåðõíèõ ãðàíåé. Íàïðèìåð,

1 1 1 1 2 1 32� � � � �E E E E Ew, , , , ,... .

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ áóäåò è äëÿ ìíîæåñòâà (2). ×èñëî �ñóù áóäåò äëÿ
(2) âåðõíåé ãðàíüþ. Îäíàêî âåðõíåé ãðàíüþ áóäåò è ëþáîå àêòóàëü-
íîå áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Íàïðèìåð,

w w ww w w w
, , , , ,... ,...2

2 3 n
. (10)

Ðÿä (10) ìîæíî ïðîäîëæàòü ñêîëüêî óãîäíî íà ëþáûå çíà÷åíèÿ
n. ßñíî, ÷òî íèêàêîé òî÷íîé ãðàíè çäåñü íå îáíàðóæèòñÿ. Ôèãó-
ðàëüíî âûðàæàÿñü, ìîæíî ñêàçàòü òàê: êîíå÷íîå (2) è áåñêîíå÷íîå
(10) íå ìîãóò ñîìêíóòüñÿ â êàêîé-òî êîíêðåòíîé òî÷êå. Ìåæäó
íèìè âñåãäà åñòü ïðîïàñòü, îáîçíà÷àåìàÿ çíàêîì ïðîáåëà. Ôîð-
ìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé ó ìíîæåñòâà (2)
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü îòñóòñòâóåò. Òó æå ñàìóþ ïðèðîäó èìååò è
ôàêò îòñóòñòâèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ó îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ìíî-
æåñòâà x nn � 1/ . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìèðû êîíå÷íîãî è àêòó-
àëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîãî òàêæå ðàçäåëåíû ïðîïàñòüþ. (Êîíå÷íîå
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è áåñêîíå÷íî ìàëîå íå ìîãóò ñîéòèñü â êàêîé-òî òî÷êå, êîòîðàÿ
è áûëà áû òîãäà òî÷íîé ãðàíüþ.) Â ãë. 8, § 36 áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå
òî÷êè ãîðèçîíòà, êîòîðîå çàìåíÿåò ïîíÿòèå òî÷íîé ãðàíè â óêàçàí-
íûõ ñèòóàöèÿõ.

2. Î íåàðõèìåäîâîì àíàëîãå ëåììû Áîëüöàíî — Âåéåðøòðàññà

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ëåììà Áîëüöà-
íî — Âåéåðøòðàññà, ñîãëàñíî êîòîðîé «èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (1) âñåãäà ìîæíî èçâëå÷ü òàêóþ ÷àñòè÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (4), êîòîðàÿ ñõîäèëàñü áû ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó» [103].
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáîçíà÷åííûå â äàííîé öèòàòå êàê (1) è (4),
èìåþò ïîðÿäêîâûé òèï 1, îãðàíè÷åííîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå ïðåâîñõîäèò ìîäóëü ëþáîãî
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. È íàêîíåö, ïîä êîíå÷íûì ïðåäåëîì ïî-
íèìàåòñÿ íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå
èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåþò ïî-
ðÿäêîâûé òèï 2. Îãðàíè÷åííîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
èëè áåñêîíå÷íî áîëüøîãî «íàòóðàëüíîãî» ÷èñëà, êîòîðîå ïðåâîñõî-
äèò ìîäóëü ëþáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò
íàëè÷èå ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòî-
ðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûì
óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé ãðàíè ÿâëÿåòñÿ «êîëè÷åñòâî» ýëå-
ìåíòîâ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî — îñíîâíîå
è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
ßñíî, ÷òî îíà äîëæíà èìåòü ïîðÿäêîâûé òèï 2. Ýòîãî, îäíàêî, ìîæåò
áûòü íåäîñòàòî÷íî. Ïîñëåäíåå ïðîùå âñåãî ïîêàçàòü, ðàññìàòðèâàÿ
ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì äâà ïîíÿòèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, êàêîå
áîëüøîå çíà÷åíèå â ìàòåìàòèêå èìåþò ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ
è ðàçëè÷íûå ïðàâèëà ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñ íèìè. Çàïèøåì ñèìâîë

limit Lim
n w

n
	� 	n

r n( ). (11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä çíàêîì limit îãðàíè÷åíà
÷èñëàìè

P p n Q q n� �Lim , Lim( ) ( ),

P A r n A r n Q
n n

� � � �1 1Lim Lim( ),... ( )n n .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òî ñèìâîë (11) îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ÷èñëî
íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå «ïðåäåëà íå ñóùåñò-
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âóåò» è (11) — òîëüêî íåêîòîðûé ñèìâîë. Ïåðåñòàâèì â (11) çíàêè
ïðåäåëîâ è çàïèøåì íîâûé ñèìâîë:

Lim limit
n

r n
	

�
��

�
��w n

n( ) . (12)

Â ðàìêàõ ââåäåííûõ ïîíÿòèé âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ñìûñëà íå èìååò. Êàæäûé èç ÷ëåíîâ r nn( ) — ýòî àáñîëþòíîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî. Ìîæíî ñêàçàòü òàê: àáñîëþòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
îòñòîÿò äðóã îò äðóãà ñëèøêîì äàëåêî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñòàâèòü
âîïðîñ î ïðåäåëå èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñìûñëå limit. Îäíàêî ìîæ-
íî ïîñòàâèòü âîïðîñ ïî-äðóãîìó: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

p n r n r n r n r n q n( ) ( ), ( ),... ( ),... ( ),... ( )� �1 2 w n

áåñêîíå÷íà è îãðàíè÷åíà (â íåé n — ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð). Ïî
òåîðåìå êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà îíà èìååò òî÷íûå íèæíþþ è âåðõíèå
ãðàíè a b( ), ( )n n , ãäå a è b — âåùåñòâåííûå ÷èñëà. «Áîëåå òî÷íîãî»
ðåçóëüòàòà êëàññè÷åñêèé àíàëèç äàòü íå ìîæåò. Çäåñü îí, îäíàêî,
è íå òðåáóåòñÿ. Êîëü ñêîðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r nn( ) îïðåäåëÿåò äâà
âåùåñòâåííûõ ÷èñëà, òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíà îïðåäåëÿåò è ÿäðà âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë a b* *, . À ýòè îáúåêòû óæå ïðèíàäëåæàò ê íåàðõèìå-
äîâîé ïðÿìîé è ìîãóò áûòü ââåäåíû â àðñåíàë ñðåäñòâ íåàðõèìåäî-
âîãî àíàëèçà. Äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 15.1. Åñëè rn — îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àá-

ñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b — åå òî÷íûå
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè, òî ÿäðà äàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê

a bn n
* ,� �limit limit*r r

è íàçûâàòü íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
rn . Ïîä çíàêîì ïðåäåëà â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè áóäåì ïîìåùàòü
ñèìâîë n èëè n 	 �.

Òåïåðü ñèìâîëó (12) ìîæíî ïðèïèñàòü äâà ñìûñëà:

Lim limit Lim

Lim limit Lim

n n

n n

r n n

r n

	 	

	

�

�
w

n
w

w
n

a( ) ( ),

( )

*

	w
b *( ).n

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëîãó ëåììû Áîëüöàíî — Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü
èìååòñÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ
íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé:

P Qn1 1 2 1� �s s s s sw n, ,... ,... ,... ,... . (13)
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Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áûëè ðàçëè÷íûìè. Ëåììà áóäåò âåðíà è â ýòîì ñëó÷àå.
Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ýòî íå òàê. Åñëè, íàïðèìåð, åñòü ñîâïà-
äàþùèå ÷ëåíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê òèïó 1,
òî ïðåäåëüíîé òî÷êè çàâåäîìî íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ sn ðàçëè÷íû. Ïóñòü ÷èñëà (13) ðàñïîëîæåíû
íà îñè OX. Îòîáðàçèì åå íà îñü OU ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ:

Y
X� �
�

�

�Q P

P Q

Q P1 1

1 1

1 12 ( )
.

Íà îñè OU âñå ÷èñëà ïîïàäàþò íà åäèíè÷íûé îòðåçîê ��
��

�
��

1

2

1

2
, .

Ïðèìåíèì ê äàííîìó îòðåçêó ïðîöåäóðó Áîëüöàíî. Ðàçäåëèì îòðå-
çîê ïîïîëàì. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñåãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü òó ïîëîâèíó îòðåçêà, â êîòîðóþ ïîïàëî áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî òî÷åê. Ïðèìåì, ÷òî â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå âñåãäà ìîæíî îï-
ðåäåëèòü ïîëîâèíó îòðåçêà, â êîòîðóþ ïîïàëî íåñ÷åòíîå ÷èñëî òî-
÷åê. Âûáåðåì èìåííî ýòó ïîëîâèíó. Åñëè âîçíèêàåò ïðîèçâîë, òî
âñåãäà áóäåì âûáèðàòü ëåâóþ ïîëîâèíó. Ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó
1 2 3, , ... ,...k ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãè-
âàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëÿåò âåùåñò-
âåííîå ÷èñëî d1. Åñëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òî îíà ëèáî ñîâ-
ïàäàåò ñ ÿäðîì ÷èñëà d1, ò.å. ñ òî÷êîé d1

*, ëèáî íàõîäèòñÿ â îðåîëå
ýòîãî ÿäðà. Èíûìè ñëîâàìè, ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè
äîëæíà áûòü ðàâíà d1

*. Ñäåëàåì çàìåíó Z � �U d1
*. Îòáðîñèì âñå

òî÷êè sn , äëÿ îáðàçîâ êîòîðûõ �sn íà îñè OZ st � �sn 0. Òî÷êè ñ íó-
ëåâîé ñòàíäàðòíîé ÷àñòüþ ïåðåíóìåðóåì çàíîâî è îáîçíà÷èì êàê �sn .
Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü äëÿ ëþáîãî n st � �sn 0. Ïóñòü

� �s mn
m

nlimit Lim
n

r n( , ).

Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî sn — ýòî ýëåìåíòàðíûå ÷èñ-
ëà. (Â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû.) Òîãäà sn n� Lim

n
r n( ) è

ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé r nn( ) (ðèñ. 3.3).
Àðãóìåíò ïðîáåãàåò êîíå÷íûå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ 1 2 3, , ,... .

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè — îáû÷íûå (ò.å. àáñîëþòíûå) ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà. Èíäåêñ n— èäåíòèôèêàòîð êîíêðåòíîé ôóíêöèè èç çàäàííîé
èõ ñîâîêóïíîñòè. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n èìååò ìåñòî óñëîâèå
lim ( )
n

r n
	�

�n 0, òî ãðàôèê êàæäîé èç ôóíêöèé ñòðåìèòñÿ ê ãîðèçîíòàëü-

íîé àñèìïòîòå Z � 0. Ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ñ
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ôèêñèðîâàííîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé n � const. Ïóñòü a1 èb 1 — òî÷-
íàÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè äàííîé ñîâîêóïíîñòè, a1, b 1 — îáû÷-
íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Èõ ÿäðà, ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 15.1, îáî-
çíà÷åíû êàê

a n1
*( ) ( )n r n� limit , b n1

*( ) ( )n r n� limit .

Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

Lim Lim
n n

n na s bn1 1
* *( ) ( )� � � . (14)

Óêàçàííûå ãðàíèöû — áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó èíòåðâàë
(14) ëåæèò âíóòðè îðåîëà ÷èñëà 0âåù è äàåò íîâûå ãðàíèöû äëÿ ïîëî-
æåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïðÿìîé OX, âìå-
ñòî (13) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü

P Q2 2� �sn ,
ãäå

P Q P n
n

P Q
2 1 1 1 1

1 1

2
� � �


��

��
�

�
( ) ( )* *d aLim , (15)

Q Q P n
n

P Q
2 1 1 1 1

1 1

2
� � �


��

��
�

�
( ) ( )* *d bLim .
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Îòñþäà

% &Q P Q P n n
n

2 2 1 1 1 1� � � �( ) ( ) ( )* *Lim b a . (16)

Ðàñòÿíåì òåïåðü èíòåðâàë [ , ]P Q2 2 äî åäèíè÷íîãî è ïðèìåíèì ê
íåìó ïðîöåäóðó Áîëüöàíî. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ôîðìóëàì (15),
(16), â êîòîðûõ íèæíèå èíäåêñû óâåëè÷åíû íà åäèíèöó. È òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì íà ïåðâîì ýòàïå ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èí-
òåðâàëîâ ñ ãðàíèöàìè [ , ]P Qk k , ãäå k � 1 2 3, , ... . Ïåðåéäåì òåïåðü ê
ïðåäåëó Lim

k
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èíòåðâàë [ , ]P Qw w . Ðàñòÿíåì åãî

äî åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà, ïðîäåëàåì òå æå ïðîöåäóðû è ïðèäåì ê
ôîðìóëàì (15) ñ èíäåêñàìè w � 1 è w. Òî åñòü âû÷èñëèì [ , ]P Qw w� �1 1 .
Äàëüøå ïåðåõîäèì ê èíäåêñàì w w w nw� 2 2,... ,... . . ., è ò.ä.

Íà ëþáîì øàãå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà íà î÷åðåä-
íîì èíòåðâàëå íå îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íîãî çàïàñà òî÷åê. Â àëãîðèòìå
ýòî ïðîÿâèòñÿ â òîì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà âèäà (16) îáðàòèòñÿ â
íóëü. Íà äàííîì øàãå âñÿ ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è äåëàåòñÿ çà-
êëþ÷åíèå î òîì, ÷òî ïðåäåëüíîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò. Åñëè æå ýòîãî
íå ïðîèñõîäèò, òî ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå èç ôîðìóë
(16) (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè) âèäíî, ÷òî limit

n
n n

	�
� �( )Q P 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò è ïðåäëîæåííûé àëãî-
ðèòì ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü åå êîîðäèíàòó.

Äëÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé èìååòñÿ èñ÷åðïûâàþùàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëüíîé òî÷êè: ìíîæåñòâî äîëæíî áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ñ÷åò-
íî-áåñêîíå÷íûì.

Íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå:
1) âî-ïåðâûõ, åñëè îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ

ñ÷åòíîé è ïðèíàäëåæèò ê òèïó 1, òî ïðåäåëüíîé òî÷êè çàâåäîìî íåò
(åå íå áóäåò, äàæå åñëè ïîòðåáîâàòü ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè);

2) äàëåå ÿñíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäåëüíîé òî÷êè íå áóäåò,
åñëè îïèðàòüñÿ íà îãðàíè÷åííûé «íàòóðàëüíûé» ðÿä, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ íóìåðàöèè ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn . Òàêèå ðÿäû
ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè;

3) áîëåå òîãî, äàæå åñëè äîïóñòèòü, ÷òî èíäåêñ n ïðèíàäëåæèò
íåîãðàíè÷åííîìó è, çíà÷èò, íåñ÷åòíîìó «íàòóðàëüíîìó» ðÿäó, òî ýòî
òàêæå íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè;

4) ïðåäåëüíîé òî÷êè ìîæåò íå áûòü, äàæå åñëè äîïóñòèòü êîíòè-
íóóì ýëåìåíòîâ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì, íàïðèìåð, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ÿäåð
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [0,1]. Çíà÷èò, P1 0� , Q1 1� . Ïðîéäåì
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ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì d1 0� âåù è
d1 0* � ñóù . Äàëüøå ìû äîëæíû îòáðîñèòü âñå ÷èñëà, ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü

êîòîðûõ îòëè÷íà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû îòáðîñèì âñå ÷èñëà, êðî-
ìå ñàìîãî ÷èñëà d1 0* � ñóù . Òî åñòü óæå íà ïåðâîì øàãå íåîáõîäèìûé

çàïàñ òî÷åê èñ÷åðïûâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äàæå êîíòèíóàëüíîãî çàïà-
ñà òî÷åê äëÿ íàøèõ öåëåé îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî.

Ïîëó÷åííûé îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò, òåì íå ìåíåå, ïî-
ëîæèòåëüíîå ñëåäñòâèå. Âèäíî, ÷òî îòñóòñòâèå ïðåäåëà ñâÿçàíî ñ òåì
ôàêòîì, ÷òî íå òîëüêî ðàöèîíàëüíûå, íî è ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
îáðàçóþò íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé âåñüìà ðàçðåæåííîå ìíîæåñòâî:
â îêðåñòíîñòè ( , )* *a a� �E E ÿäðà ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a
íå ñîäåðæèòñÿ íè îäíîãî ÿäðà äðóãîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ äàëü-
íåéøèõ ïîñòðîåíèé. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå èõ ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Êîëü ñêîðî íåàðõèìåäîâà ïðÿìàÿ â îáëàñòè êî-
íå÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå îòðåçêè (äëè-
íîé 2E) è êàæäûé èç îòðåçêîâ ñîäåðæèò ÿäðî òîëüêî îäíîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, òî ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î «êîëè÷åñòâå»
ýòèõ îòðåçêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, î «êîëè÷åñòâå» âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
(Ìåæäó îòðåçêàìè åñòü èíòåðâàëû ïðÿìîé, êîòîðûå âîîáùå íå ñî-
äåðæàò íè îäíîãî ÿäðà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.) Ïîäðîáíåå ýòîò âî-
ïðîñ ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå (§ 55 ãë. 14).
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Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå òåîðèÿ ðÿäîâ — ýòî òåîðèÿ ïðåäåëîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, èçëîæåííàÿ íà ÿçûêå áåñêîíå÷íûõ ñóìì. Åñòåñò-
âåííî ñäåëàòü ïîäîáíûé øàã è â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî òåîðèþ ïðåäåëîâ òåïåðü íåîáõîäèìî èçëîæèòü íà ÿçûêå
áåñêîíå÷íûõ ñóìì. Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå åñòü àêòóàëüíûå áåñêî-
íå÷íî áîëüøèå ÷èñëà è åñòü ñîáñòâåííî áåñêîíå÷íîñòü �. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî ñóììû ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ,
ðàâíûì àêòóàëüíîìó áåñêîíå÷íî áîëüøîìó ÷èñëó (ðÿäû òèïà 1, èëè
ñ÷åòíûå ðÿäû), ëèáî ñóììû ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ
(ðÿäû òèïà 2, èëè íåñ÷åòíûå ðÿäû).

§ 16. Ñ÷åòíûå ðÿäû
1. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñóììû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîãî âîçüìåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà s sn� Lim . Ïðåäåë s — ýòî
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûé âõîäèò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

s s sn1 2, ,... ,... . (1)

Â äàííûé êëàññ ìîãóò âõîäèòü òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ îò óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáûì êîíå÷íûì
÷èñëîì ÷ëåíîâ.
Ïîëîæèì

p s p s s p s sn n n1 1 2 2 1 1� � � � � �, , ... .
Òîãäà

s p p pn n� � � �1 2 ... . (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ìû èìååì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

p p p p p p p p pn1 1 2 1 2 3 1 2, ; , ... . . . ,... .� � � � � � (3)
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Äàííûå ñóììû áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî çàïèñàòü

s s p p p
n

n
n

n� � � � �
	 	

Lim Lim
w w

( ... )1 2 . (4)

Çäåñü ñóììà (2) èãðàåò ðîëü ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ sn îò n.
Íåêîòîðûå ñâîéñòâà (4) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà Lim

n
ns

	w
. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà íå èçìåíÿòñÿ, åñëè äîáà-

âèòü, íàïðèìåð, îäíî ñëàãàåìîå, ðàâíîå 0, ëèáî îáúåäèíèòü äâà ñëà-
ãàåìûõ â îäíî:

Lim Lim

Lim

n
n

n
n

n

p p p p p p
	 	

	

� � � � � � � �
w w

w

( ... ) ( ... ),1 2 1 20

( ... ) [( ) ... ].p p p p p pn
n

n1 2 1 2� � � � � � �
	

Lim
w

Åñëè ìû äàäèì âàðèàöèþ ëþáîìó èç ñëàãàåìûõ ñ ôèêñèðîâàííûì
íîìåðîì, òî ïðåäåë èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó äàííîé âàðèàöèè. Äåéñò-
âèòåëüíî, çàìåíèì, íàïðèìåð, p3 íà p q3 3� . Òîãäà íà ýòó âåëè÷èíó
èçìåíèòñÿ òðåòèé è âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3).
Ïîýòîìó ïðåäåë ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå q3:

Lim

Lim

n
n

n

p p p q p p

p p

	

	

� � � � � � �

� � � �

w

w

[ ( ) ... ]

( ...

1 2 3 3 4

1 2 p qn) .� 3

Ìîæíî äàòü âàðèàöèþ êàæäîìó èç ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Lim

Lim

n
n n

n

p q p q p q

p p

	

	

� � � � � � �

� � �

w

w

[( ) ( ) ... ( )]

(

1 1 2 2

1 2 ... ) ( ... ).� � � � �
	

p q q qn
n

nLim
w

1 2

(5)

Òàê êàê ïîä çíàêîì Lim âñåãäà ñòîèò ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàå-
ìûõ, òî ñëàãàåìûå â (5) ìîæíî çàïèñàòü â êàêîì óãîäíî ïîðÿäêå è ñ
êàêèìè óãîäíî ñêîáêàìè. Íàïðèìåð,

Lim

Lim

n
n n

n
n

p q p q

p p p q

	

	

� � � � �

� � � � �

w

w

[( ) ... ( )]

[ ...

1 1

1 2 1 2

1 1 1 1

� � � �

� � � � � � �
	

� �

q q

p q p q p q

n

n
n n n n

. . . ]

[ ... ].Lim
w

Âûøå íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ f n( ) îïðåäåëåíà ïðè êîíå÷-
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íûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n, òî íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì åå â
òî÷êó v v n

n
�

	
Lim

w
( ) íàçûâàëîñü ñëåäóþùåå ÷èñëî:

f v f v n
n

( ) ( ( ))�
	

Lim
w

.

Â ÷àñòíîñòè,

f f n f f n

f

n n

n

( ) ( ), ( ) ( ),

( )

w w

w

w w
� � � � � �

�

	 	

	

2 2 1 1Lim Lim

Lim
w w

wf n f f n
n

( ), ... ( ) ( ).2 2�
	

Lim
(6)

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà (4) ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî
èíîå, êàê íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn â òî÷êó w:

s s p p p
n

n� � � � �
	

w
w

Lim( ... )1 2 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå â òî÷êó w � 1 ðàâíî

s s p p p
n

n
n

nw
w w

�
	

�
	

�� � � � �1 1 1 2 1Lim Lim( ... ).

Îòñþäà

s s p p
n

nw w
w

w� � ��
	

1 Lim , (7)

s p p p p p p p
n

n n
n

nw
w w

� � � � � � � � �
	

�
	

�Lim Lim( ... ) ( ...1 2 1 1 2 1) .� pw (8)

Àíàëîãè÷íî

s p p p p p
n

nw
w

w w� � � � � �
	

� �Lim( ... )1 2 2 1

è ò.ä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðÿäà èìååì

Lim Lim
n

n
n

np p p p p p p
	 	

� � � � � � � �
w w

( ... ) ( ... )1 2 1 2 3 . (9)

Âñå ýòî äàåò îñíîâàíèå äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Lim ê êàæäîìó
èç ñëàãàåìûõ â ñóììå, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì Lim:

Lim Lim Lim

Li

n
n n

n n
p p p p p p

	
�

	 	
� � � � � � �

�

w w w
( ... ) ...1 2 1 1 2

m Lim
n

n
n

np p p p p p
	

�
	

�� � � � � �
w w

w w1 1 2 1... .

×èòàÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñïðàâà íàëåâî, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 16.1. Ïóñòü çàïèñàí ñèìâîë

s p p p p pn� � � � � � ��1 2 1... . . . w w, (10)

ãäå êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì íîìåðîì n ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî pn, à ëþáîå èç ñëàãàåìûõ
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ñ áåñêîíå÷íûì íîìåðîì — íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè, ò.å.

p p p p p p
n

n
n

n
n

nw
w

w
w

w
w

� � �
	

�
	

� �
	

�Lim Lim Lim, , ,...1 1 2 2 .

Òîãäà ñèìâîë s áóäåì íàçûâàòü ñóììîé ñ÷åòíîãî ðÿäà (ðÿäà òèïà 1) è
ïîä s ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèé ïðåäåë:

s p p p p
n

n n� � � � �
	

�Lim
w

( ... )1 2 1 .

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç (7)–(9). Òàêèì
îáðàçîì, î ðàâåíñòâå (10) òåïåðü ìîæíî ãîâîðèòü êàê î ñóììå, ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â êîòîðîé ðàâíî w. Ñìûñë çàïèñè (10) íåîáõîäèìî îáñó-
äèòü ïîäðîáíåå. Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) è ïåðå-
ïèøåì åå åùå ðàç:

p p p p p p p p p p p pn1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1; ; ; ,...; ... ;...� � � � � � � � . (11)

Çàêîíîìåðíîñòü ïåðåõîäà îò çàäàííîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê
ñëåäóþùåìó ÷ëåíó î÷åâèäíà. Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì âìåñòî
äëèííîé çàïèñè (11) èñïîëüçîâàòü áîëåå êîðîòêóþ çàïèñü

p p p p p pn n1 2 3 4 1� � � � � � ��. . . . . . . (12)

Çàïèñü (12) èìååò óæå áîëüøèé ñìûñë, ÷åì ïðîñòî ñóììà êàêèõ-òî
ñëàãàåìûõ. Îíà óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â íåé
îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü ðàâíî ïåðâîìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(11), ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ äîëæíà áûòü îáÿçàòåëüíî ðàâíà
âòîðîìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (11) è ò.ä. Òî åñòü çäåñü ñòàíîâèò-
ñÿ âàæíûì íå òîëüêî âåëè÷èíà ñëàãàåìîãî, íî è ìåñòî, êîòîðîå îíî
çàíèìàåò â ñóììå (12). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà íîìåð ìåñòà ìîæåò
óêàçûâàòü èíäåêñ ñëàãàåìîãî. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíäåêñ —
ýòî èäåíòèôèêàòîð ñàìîãî ÷èñëà, ïîýòîìó â ñëó÷àå ïåðåñòàíîâîê
ñëàãàåìûõ îí ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü íîìåðó ìåñòà. Â ïîäîáíûõ
ñëó÷àÿõ, åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü, íîìåð ìåñòà áóäåì óêàçû-
âàòü îòäåëüíî. Íàïðèìåð, åñëè â ñóììå (12) ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ
îáúåäèíèòü, òî ìû ïðèäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

p p p p p p p pn1 2 1 2 3 1 2 1� � � � � � �; ; ...; ... ,... .

Âìåñòî (12) çäåñü èìååì

( ) ... ...p p p p p pn n1 2 3 4 1� � � � � � ��

èëè áîëåå òî÷íî

( ) ... ...

... , ...

p p p p p p

n n

n n1 2 3 4 1

1 2 3 1

� � � � � � �

�
� .
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Ðåçóëüòàò î÷åâèäåí: îáúåäèíåíèå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â îäíî ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ ïðåäåëà:

Lim Lim
n

n
n

np p p p p p
	 	

�� � � � � � �
w w

( ... ) [( ) ... ]1 2 1 2 1 . (13)

Íîâûé ïðåäåë ðàâåí

Lim
n

np p p s p s
	

� � �� � � � � �
w

w w w[( ) ... ]1 2 1 1 1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âïîëíå åñòåñòâåí. Îïåðàòîð Lim ÷óâñòâèòåëåí
ê «ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè» ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáúåäèíåíèå ñëàãàå-
ìûõ óâåëè÷èâàåò «ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè». Ïîýòîìó óâåëè÷èâàåòñÿ è
çíà÷åíèå ïðåäåëà (íà êîíêðåòíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ pw�1). Àíàëî-
ãè÷íî äîáàâëåíèå íóëÿ ê ñóììå âèäà (12) óìåíüøàåò «ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè» è, çíà÷èò, óìåíüøàåò ïðåäåë Lim íà âïîëíå îïðåäåëåííóþ
âåëè÷èíó, ðàâíóþ pw. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììå

0 1 2� � � � �p p pn. . . . . .

ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàïèñü:

0

1 2 3 1

1 2 1� � � � � �

�
�p p p p

n n

n n... ...

... ...
.

Îòñþäà
Lim
n

np p p s p s
	

� �� � � � � � �
w

w w w( ... )0 1 2 1 1.

Îïðåäåëåíèå 16.1 ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñóììû, ñîäåðæàùèå
ëþáîå àêòóàëüíîå áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ v v n

n
�

	
Lim

w
( ).

Çàïèøåì íîìåðà ñëàãàåìûõ â âèäå àðãóìåíòîâ è ïðèìåì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 16.2. Ïóñòü çàïèñàí ñèìâîë

s p p p v p v� � � � � �( ) ( ) ... ( ) ( )1 2 1 , (14)

ãäå ëþáîå èç ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì íîìåðîì ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäàííîå àáñîëþòíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à ëþáîå èç ñëàãàåìûõ ñ
áåñêîíå÷íûì íîìåðîì — íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè, ò.å.

p v p v n p v p v n
n n

( ) ( ( )), ( ) ( ( ) ),...� � � �
	 	

Lim Lim
w w

1 1 .

Òîãäà ñèìâîë s áóäåì íàçûâàòü ñóììîé ðÿäà òèïà 1 è ïîä s ïîíèìàòü
ñëåäóþùèé ïðåäåë:

s p p p v n
n

� � � �
	

Lim
w

[ ( ) ( ) ... ( ( ))]1 2 . (15)

Äëÿ ñóìì âèäà (15) áóäóò èìåòü ìåñòî ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå
ñâîéñòâàì (13). Ïî ñâîåé ïðèðîäå äàííûå ñóììû áëèçêè ê ñóììàì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ðàñ-

117

Ðÿäû â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë



ñìàòðèâàþòñÿ ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, à òàêæå ñóììû ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ (ðÿäû). Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Îäíî èç ñâîéñòâ òàêèõ ñóìì ñîñòîèò â
òîì, ÷òî

lim lim
n

n n
n

np p p p p p p
	�

�
	�

�� � � � � � � �( ... ) ( ... )1 2 1 1 2 1 .

Òî åñòü îòáðàñûâàíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïîä çíàêîì ïðåäåëà íà
ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ íå ñêàçûâàåòñÿ. Â ñëó÷àå (14) ýòî íå òàê.
Çäåñü îòáðàñûâàíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî óìåíüøàåò ñóììó íà
âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷åòíûå ðÿäû íåàðõè-
ìåäîâîãî àíàëèçà ïî ñâîåé ïðèðîäå àíàëîãè÷íû ñóììàì êîíå÷íîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.

Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàëè ïðåäåëû ñóìì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è
ïðèøëè ê ñóììàì, â êîòîðûõ íà ìåñòàõ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè íî-
ìåðàìè äîëæíû ñòîÿòü îáÿçàòåëüíî ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà, íàïðèìåð
÷èñëî p p n

n
w

w
�

	
Lim ( ) è ò.ä. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü òàêæå â âû÷èñ-

ëåíèè ñóìì, â êîòîðûõ óæå è íà êîíå÷íûõ íîìåðàõ ñòîÿò ýëåìåíòàð-
íûå èëè ñóùåñòâåííûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå âñå èçëîæåííûå âûøå
ïîñòðîåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èòîãîâûì
îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 16.3. Ïóñòü çàïèñàí ñèìâîë

s Q Q Q v Q v� � � � � �( ) ( ) ... ( ) ( )1 2 1 , (16)

ãäå Q Q n( ),... ( ),...1 — çàäàííûå ýëåìåíòàðíûå èëè ñóùåñòâåííûå ÷èñëà,
à ëþáîå èç ñëàãàåìûõ ñ áåñêîíå÷íûì íîìåðîì ïîëó÷åíî íåïðåðûâíûì ïðî-
äîëæåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëàãàåìûõ ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè, ò.å.

Q Q n Q Q n

Q v

n n
( ) ( ), ( ) ( ),...

.. . ( )

w w
w

� � � �

� �
	

Lim Lim

Lim

1 1

1
n n

n

Q v n Q v Q v n

v v n

	 	

	

� �

�
w w

w

( ( ) ), ( ) ( ( )),

( ).

1 Lim

Lim

Òîãäà ñèìâîë s áóäåì íàçûâàòü ñóììîé ðÿäà è ïîä s ïîíèìàòü ñëåäóþùåå
÷èñëî:

s Q Q Q v n
n

� � � �
	

Lim
w

[ ( ) ( ) ... ( ( ))]1 2 .

Äàëåå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â îïðåäåëåíèè ñóìì íåñêîëüêî áî-
ëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ñóììû (16), à èìåííî ñóìì âèäà

s Q Q Q v Q v� � � � � � � �( ) ( ) ... ( ) ( )m m1 2 1 , (17)
ãäå

m m(n)
w w

� � �
	 	

Lim Lim
n n

v v n( ). (18)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå-
ïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ðÿäà

Q Q Q n( ), ( ), ... ( ),...1 2 , (19)
ò.å.

Q Q n Q v Q v n
n n

( ) ( ( ) ),... ( ) ( ( ))m m
w w

� � � �
	 	

1 1Lim Lim . (20)

Ïðèìåì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 16.4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâî (18) è óñëîâèÿ

íåïðåðûâíîñòè (20), (19), òî ïîä ñóììîé (17) áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþ-
ùèé ïðåäåë:

s Q n Q n Q v n
n

� � � � � �
	

Lim
w

m m[ ( ( ) ) ( ( ) ) ... ( ( ))]1 2 .

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íà êîíêðåòíîì ïðè-
ìåðå. Ïóñòü

s Q Q Q Q Q� � � � � � � �( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )1 2 1 2w w w .

Äàííóþ ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó âèäà (16). Òîãäà

s Q Q n Q n Q n
n

� � � � � � �
	

Lim
w

[ ( ) ... ( ) ( ) ... ( )]1 1 2 .

Íî åå ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü è êàê ñóììó, íàïðèìåð, äâóõ ðÿäîâ:

s Q Q Q Q n

s Q

n
1

2

1 1

1

� � � � � �

� � �
	

( ) ... ( ) [ ( ) ... ( )],

( ) .

w

w
w

Lim

.. ( ) [ ( ) ... ( )].� � � � �
	

Q Q n Q n
n

2 1 2w
w

Lim

Ïðèíÿòûå îïðåäåëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: s s s� �1 2. Àíà-
ëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå è äðóãèõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ.
Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè â îáùåì ñëó÷àå òðóäíîñòåé íå ïðåä-
ñòàâëÿåò.

2. Îáùèé ñëó÷àé

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììû ðÿäà íåîáõîäèìî (è äîñòàòî÷íî) óìåòü
âû÷èñëÿòü åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû. Åñëè ñëàãàåìûå âûïèñàíû ÿâíî, òî
ñóììó ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé. Âñÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â ñëàãàåìûõ,
êîòîðûå ìû íå ìîæåì âûïèñàòü ÿâíî è ïîýòîìó çàìåíÿåì çíàêîì
ïðîáåëà. Íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû sw èìååì

s p p p p p pw w w w� � � � � � �� �1 2 3 2 1... .

Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåâûïèñàííûõ
ñëàãàåìûõ çàäàí çàêîí, ïî êîòîðîìó ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáîå èç ïî-
äîáíûõ ñëàãàåìûõ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåâûïèñàííûõ ñëàãàåìûõ (çàìåíåííûõ
ìíîãîòî÷èåì) äåéñòâóåò òîëüêî îäèí çàêîí — çàêîí íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ. Íîìåð ñëàãàåìîãî, ãäå íåïðåðûâíîñòü íàðóøàåòñÿ,
äîëæåí áûòü òî÷íî èçâåñòåí, òàê ÷òîáû âñåãäà ìîæíî áûëî âû÷èñ-
ëèòü îòêëîíåíèÿ îò íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ò.å. âåëè÷èíó ðàç-
ðûâà). Íàïðèìåð, ïóñòü íåïðåðûâíîñòü èìååò ìåñòî äî ñëàãàåìîãî
íîìåð w âêëþ÷èòåëüíî, à äëÿ ñëàãàåìîãî íîìåð ( )w � 1 è ïîñëåäóþ-
ùèõ ñëàãàåìûõ èìåþò ìåñòî ðàçðûâû

s p p p p

p q p q p

kw w w

w w

� �

� �

� � � � � �

� � � � � �
1 2 1

1 1 2 2

...

( ) ( ) ... ( w� �k kq ).

Çäåñü ïî-ïðåæíåìó pw�1,... ïîëó÷åíû íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì,
à q qk1,... — èçâåñòíûå âåëè÷èíû ðàçðûâîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðÿä èç 2w ñëàãàåìûõ. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî çà-
äàòü åùå îäèí çàêîí — çàêîí èçìåíåíèÿ ñëàãàåìûõ îò ëþáîãî íîìå-
ðà w � k äî íîìåðà 2w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâ-
íîñòü äëÿ âåëè÷èíû ñàìèõ ðàçðûâîâ, ò.å.

q q q q
n

n
n

nw
w

w
w

� �
	

�
	

�Lim Lim, ,...1 1 .
Òîãäà

s p p q q

p p
n

n
n

2 1 2 1

1 2

w w w

w

� � � � � � �
� � � �

	 	

. . . . . .

( ... )Lim Lim
w

( ... ).q qn1 � �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå ñëîæíûå çàêîíû
èçìåíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

§ 17. Íåñ÷åòíûå ðÿäû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì äàííûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû
âû÷èñëèòü ñóììó n ñëàãàåìûõ äëÿ ëþáîãî n:

s p p p pv v� � � � � �1 2 ... . . .w .

Çäåñü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íåîáÿçàòåëüíû. Ðàçðûâû ÿâíî íå âû-
äåëåíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

s s
v

v�
	�

limit .

Äàííûé ïðåäåë áóäåì íàçûâàòü ñóììîé ðÿäà

s p p pv� � � � �1 2 ... . . . . (1)

Ðÿäû (1) íàçîâåì íåñ÷åòíûìè ðÿäàìè, èëè ðÿäàìè òèïà 2, òàê êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ èìååò ïîðÿäêîâûé òèï 2 (ò.å.
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ïîðÿäêîâûé òèï ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà). Ðÿäû (1) àíàëî-
ãè÷íû ðÿäàì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà

a a ai
n

n

i

� � �
	��

�

' lim( ... )1
1

.

Ýòî ñëåäóåò èç àíàëîãèè îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñìûñëå
limit è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà lim. Ïî àíàëîãèè
â íåàðõèìåäîâó îáëàñòü ìîæíî ïåðåíåñòè áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ
ïî òåîðèè ðÿäîâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, â ñóììó (1)
ìîæíî äîáàâëÿòü íóëåâûå ñëàãàåìûå èëè îáúåäèíÿòü ñêîáêàìè ñëà-
ãàåìûå (1). Ðåçóëüòàò îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò
èç òåîðåìû 12.2.

§ 18. Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ
â îáëàñòè íåàðõèìåäîâûõ ÷èñåë

Â îáëàñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïîçèöèîí-
íàÿ ñèñòåìà èõ çàïèñè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíóþ ñèñòåìó ìîæíî
ââåñòè è â íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé îáëàñòè. Âíà÷àëå èçëîæèì ñõåìó
ïîñòðîåíèÿ îáû÷íîé ïîçèöèîííîé ñèñòåìû òàê, ÷òîáû åþ ìîæíî
áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ è â íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå:

10. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà êîíñòàòèðóåì: âåùåñòâåííîå ÷èñëî
a — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíàäëåæèò òèïó 1,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

20. Îïðåäåëÿåì çíàê ÷èñëà a: s � signa è ïîëàãàåì a a� �s | |.
30. Îïðåäåëÿåì ÷èñëî ð — ïîðÿäîê ÷èñëà | |a :

| | ;a b b� � � �10 0 10p ,

b — âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ð — íàòóðàëüíîå.
40. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè b äîñòàòî÷íî

óêàçàòü òîëüêî îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äàííîãî êëàññà. Âûáåðåì
åå òàê, ÷òîáû ðÿä

b � � � � �b b bn1 2 ... . . .

ñîñòîÿë òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ è áûë ñòðîãî èåðàðõè÷åí.
Ïîä ñòðîãîé èåðàðõè÷íîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: ëþáîé îòëè÷-
íûé îò íóëÿ è íîðìèðîâàííûé ÷ëåí ðÿäà äîëæåí äàâàòü âêëàä â ñóì-
ìó ðÿäà íå ìåíüøèé, ÷åì ñîâîêóïíûé âêëàä âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ
ðÿäà, ñòîÿùèõ ïðàâåå åãî. Íàïðèìåð, â ðÿäå 0 72345, ... âêëàä ÷ëåíà
0 7, áîëüøå, ÷åì âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ: 0 7 0 0234, , ...� . Íîðìèðîâêà
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îçíà÷àåò, ÷òî öèôðà 7 çàìåíÿåòñÿ öèôðîé 1. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 1 0 0234, , ...� . Òîëüêî â îäíîì êðàéíåì ñëó-
÷àå â ïðåäåëå äîïóñêàåòñÿ ðàâåíñòâî: íàïðèìåð, 0 1 0 0999, , ...� .

50. Âûáèðàåòñÿ îñíîâàíèå G è ðÿä çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

b � � � �Ñ
Ñ Ñ

0
1 2

210 10
... .

Çäåñü G C C� �10 0 1 2 90 1; , ... , , ... — öèôðû. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò
ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè:

a � � � �

�
� 

�
� � � � �

	�
s C s Cð

m

m

m

pC Ñ C C
10 100

1
0

1

10 10 10
lim ... 2

210
�


�
� 

�
�. . . . (1)

Çàêîí C C mm � ( ) äîëæåí áûòü èçâåñòåí. Èìåííî îí èäåíòèôèöèðóåò
÷èñëî a. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ a ôóíêöèÿ C m( ) ëèáî ðàâíà íóëþ íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî m N� ( )a , ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, íàïðèìåð

1

3

3

10

3

10

3

102
� � � �


�
� 

�
�

	�
lim ... .
m m

1. Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà çàïèñè ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë

Ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî — ýòî êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáñîëþò-
íûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r n( ):

À r n
n

�
	

Lim
w

( ). (2)

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç ïðèáëèæåíèé ìîæíî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåçóëüòàòîì (1), ïðîäîëæåííûì ïî íåïðåðûâíîñòè íà àêòóàëüíûå
áåñêîíå÷íî áîëüøèå «íàòóðàëüíûå» ÷èñëà:

r n s n C np n C n C n
( ) ( ) ( ) ...( ) ( ) ( )

� � � � �
	�

10 0
1 2

210 10
limit
n

C nn
n

( )

10

�
��

�
��
�

� � � � � ��
��

�
��

s n C np n C n C n
( ) ( ) ...( ) ( ) ( )

10 0
1 2

10 100
. (3)

Ïîäñòàâèì (3) â (2) è â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ ïåðåéäåì ê ïðåäåëó
â ñìûñëå Lim. Ïóñòü

s s n p p n
n n

( ) ( ), ( ) ( )w w
w w

� �
	 	

Lim Lim ; (4)

C C n C C n
n n

0 0 1 1( ) ( ), ( ) ( ),...w w
w w

� �
	 	

Lim Lim . (5)
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Óêàçàíèå íà àðãóìåíò w áóäåì èíîãäà îïóñêàòü. Òîãäà âûðàæåíèå

À s Cp C C
� � � � ��

��
�
��

( ) ( ) ...( ) ( ) ( )
w ww w w

10 0
1 2

10 100
(6)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà À â ïîçèöèîííîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 10. Êîýôôèöèåíòû (5) áóäåì íàçû-
âàòü «öèôðàìè», òàê êàê èõ ïðèáëèæåíèÿ — ýòî îáû÷íûå öèôðû è,
êðîìå òîãî, â çàïèñè (6) îíè èãðàþò èìåííî ðîëü öèôð. Ýëåìåíòàð-
íîå ÷èñëî (4)

p p p p p
n

n� �
	

( ) ( , ,... ,...)w
w

Lim 1 2

åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîðÿäêîì ÷èñëà À. Ïðèáëèæåíèÿ p — êîíå÷íûå
öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî | ( ) |p w ëèáî ðàâåí
0, ëèáî ïðèíàäëåæèò ê ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíîìó ðÿäó. Íàïðè-
ìåð, åñëè p( )w w� , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî «öèôðà» G0( )w îòíîñèòñÿ ê
( )w � 1 ðàçðÿäó ÷èñëà À. Òàêèì îáðàçîì, åñëè p( )w — ÷èñëî «íàòóðàëü-
íîå», òî îíî óêàçûâàåò íà ìåñòî «öèôðû» Ñ0( )w â äåñÿòè÷íîì ðàçëî-
æåíèè ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà.

Òèïè÷íîé, îäíàêî, áóäåò ñîâñåì äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîðÿäîê
÷èñëà À â ñïèñîê «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë âîîáùå íå ïîïàäàåò è, áîëåå
òîãî, ÷èñëî p( )w îêàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûì îòíîñèòåëüíî íåàð-
õèìåäîâîé ïðÿìîé. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, äåñÿòè÷íîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà w. Çäåñü p n n( ) [ ]� lg è, çíà÷èò, äëÿ ñàìîãî ÷èñëà w

p n
n

( ) ( , [ ], [ ],...[ ],...)w
w

�
	

Lim lg lg lg0 2 3 .

Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Íà÷èíàÿ ñ
n � 10 ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà p( )w ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, îä-
íàêî ñàìî ÷èñëî p( )w îòíîñèòåëüíî «íàòóðàëüíûõ» ÷èñåë íåóïîðÿäî-
÷åíî. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé.

Â îáùåì ñëó÷àå âçÿòèå öåëîé ÷àñòè îò ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà âñå-
ãäà âûâîäèò åãî â íîâîå èçìåðåíèå. Íàïðèìåð,

w w

w2 2

1

2

1

2

1

2
0 0� �

��
�
��
� 


�
� 

�
�

	
Lim
n

, , , , ... .

Ïîýòîìó, åñëè â çàïèñè (6) ìû ïî-ïðåæíåìó õîòåëè áû ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîðÿäîê ÷èñëà îïðåäåëÿåò ìåñòî «öèôðû» Ñ0 â ïîçèöèîííîé çàïèñè,
òî òåïåðü ïîä «ïîçèöèåé» öèôðû ìû äîëæíû ïîíèìàòü íå òîëüêî
íåêîòîðûé ïóíêò ñðåäè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñîâîêóïíîñòè ÷è-
ñåë, à áîëåå øèðîêî — íåêîòîðûé ïóíêò â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äàííûé ïóíêò ñîâìåñòíî ñ èíôîðìàöèåé î çíàêàõ s(w)
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ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ýëåìåíòàðíîãî
÷èñëà. Òîãäà ÷èñëî, ðàâíîå

Í( ) ( ) ( )A s p� �w w10 , (7)

íàçîâåì õàðàêòåðèñòèêîé ÷èñëà A. Ïîä íîðìèðîâàííûì ÷èñëîì áó-
äåì ïîíèìàòü îòíîøåíèå èñõîäíîãî ÷èñëà ê åãî õàðàêòåðèñòèêå:

À À A� / H( ),

À C C n
n

C C C n
� � � � �

	
Lim

w
0

1 2
0

11
1

10

1

100 1
( ) ...; ... ( )

( ) ( ) ( )

0 100
2� �


�
� 

�
�

C n( )
..., ... . (8)

Êàæäîå èç ïðèáëèæåíèé À ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
èç èíòåðâàëà ( , )0 10 .

Ïîäâåäåì èòîã. Çàïèñü ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà â ïîçèöèîííîé ñèñ-
òåìå ñ÷èñëåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

À s Cp v

v

C C C
� � � � � � �( ) ( ) ... .( ) ( ) ( ) ( )

w ww w w w
10 0

1 2
210 10 10

..


�
� 

�
�. (9)

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ðàçäåëó.

2. Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà çàïèñè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü èñõîäíîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà

s w� � � � � � �À À À Àv1 2 ... . . . . . . . (10)

Ðÿä ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë â ñìûñëå limit
v	�

. Â ìàíèïóëèðîâàíèè äàí-

íûì ðÿäîì (áåç èçìåíåíèÿ åãî ñóììû) åñòü äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ñâî-
áîäà. Îáúåäèíÿÿ èëè ðàçáèâàÿ ñëàãàåìûå íà îòäåëüíûå ñóììû, ìîæ-
íî óâåëè÷èâàòü èëè óìåíüøàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà. Êðîìå
òîãî, ëþáîé ÷ëåí ìîæíî óìåíüøèòü íà íåêîòîðîå ÷èñëî, óâåëè÷èâ íà
ýòî æå ÷èñëî äðóãèå åãî ÷ëåíû, è ò.ä.

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî G � 0 íàéäåòñÿ
L � 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ v � � �m 1 L áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî

| ... | /À À Àvm m� �� � � �1 2 1 G. (11)

Çäåñü âñå ÷èñëà G L, , m è v ïðèíàäëåæàò ïðîäîëæåííîìó íàòóðàëüíî-
ìó ðÿäó. Ïóñòü Bm — ñóììà ïåðâûõ m ÷ëåíîâ ðÿäà:

B À À Am m� � � �1 2 ...

è H( )m — õàðàêòåðèñòèêà ÷èñëà Bm. Ïîïûòàåìñÿ èñïîëüçîâàòü H( )m
â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñàìîãî ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà s. Äëÿ ýòîãî
íà âåëè÷èíó m íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (èõ

124

Ã ë à â à 4



ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Bm äîëæíà áûòü äîñòàòî÷-
íî ïðåäñòàâèòåëüíîé ÷àñòüþ ïîëíîé ñóììû s). Èñïîëüçóåì 1/ H( )m
êàê íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü äëÿ s:

s
s

m m m m

m m� � � � ��

H( ) H( ) H( ) H( )

B À Àv1 . . . . . . .

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ãäå

D D D
B À À

0 1
1

2
2� � �� �m m m

m m mH( ) H( ) H( )
, ,... ,... ,

ïîñëåäíÿÿ çàïèñü íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ:

s � � � � �D D Dv0 1 ... . . . . (12)

Ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ ïåðâûé ÷ëåí èìååò ñòðóêòóðó íîðìèðîâàííî-
ãî ÷èñëà âèäà (8):

D d d n
n

d d n
0 0

0 1
0

0
0 1

0

1
1

10
� � � �

	
Lim

w

( )
( )

( )
( )

( ) ...; ( )
( ) ( )

10
�




�

�
�



�

�
�

. . . . (13)

Âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì ó D0. Òàêæå ïî ïî-
ñòðîåíèþ 0 100� �D . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) èç êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè s ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû D D D0 1 20 0 0� � �, ,..., ,... . Êðî-
ìå òîãî, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ôóíäàìåíòàëüíîñòè (11), íîìåð m ìîæ-
íî âçÿòü òàêèì, ÷òîáû èìåëè ìåñòî óñëîâèÿ

0 1 0 10 0 101 2
1 1� � � � � �� � �D D D; ,... ,...w

w . (14)

Äàííûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò èåðàðõè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(12). Çàïèøåì ïðèáëèæåíèÿ ÷èñåë (14):

D

D

n

d n d n
1

1
1

2
1

2

2

10 10
� � �




�

�
�



�

�
�

�

	
Lim

Lim

w

( ) ( )( ) ( )
... ,

n

d n d n

	
� �




�

�
�



�

�
�w

2
2

2
3
2

310 10

( ) ( )( ) ( )
... ,...

è ò.ä.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ÷èñëó D0 â çàïèñè (13). Ïðîâåäåì ñ íèì îïå-

ðàöèþ, êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü îïåðàöèåé îêðóãëåíèÿ. Ïðèìåì
ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà � �. . . ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

� � �
	

D d d n
n

0 0
0

0
01Lim

w
( ( );... ( )...)( ) ( ) . (15)
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Ðàçíîñòü D D0 0� � � äîáàâèì ê ÷èñëó D1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

D D D
n

d d d d
1 0 0

1
1

1
0

2
1

2
01 1

10

1
� � � � � �

	

� �
Lim

w

( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) )( )
...;

1

100
�




�

�
�



�

�
�
. (16)

Äàííîå ÷èñëî çàâåäîìî ìåíüøå, ÷åì 2. Â êðàéíåì ñëó÷àå öèôðû â
ïðèáëèæåíèè D1 ìîãóò áûòü îäíèìè äåâÿòêàìè è öèôðû â ïðèáëè-
æåíèè D D0 0� � � òàêæå ìîãóò áûòü îäíèìè äåâÿòêàìè. Òîãäà ìû ïî-
ëó÷èì â ïðåäåëå ÷èñëî 2. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþ-
ùèì. Åñëè â îäíîì èç ïðèáëèæåíèé (16) ïðèáëèæåíèå ïðåâûñèëî
åäèíèöó, òî åäèíèöó ìû ïðèáàâëÿåì ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèáëèæå-
íèþ ÷èñëà � �D0 â çàïèñü (15) è, åñòåñòâåííî, îòíèìàåì îò ïðèáëè-
æåíèÿ (16). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òîáû

0 1 1 91
1

1
0� � �d d( ) ( )( ) ( ) .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äîáàâëåíèå åäèíèöû ê îäíîìó èç ïðèáëèæåíèé
(15) ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñòàëî ðàâíûì 10, òî 10 ìû çà-
ìåíÿåì íà 1 è óâåëè÷èâàåì íà 1 ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå ó ïî-
ðÿäêà ÷èñëà ð( )w .

Äàëåå îêðóãëÿåì ÷èñëî (16), ò.å. çàìåíÿåì åãî íà ÷èñëî

Lim
n

d d k

	

� � �


�

�
�



�

�
�w

1
1

1
01 1 10 1

10

( ) ( )( ) ( ) ( )
,... . (17)

Çäåñü k( )1 0� , åñëè îïèñàííûé âûøå ïåðåíîñ íå ïîòðåáîâàëñÿ, è
k( )1 1� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå è ò.ä. Ðàçíèöó ìåæäó ÷èñëàìè (16) è (17)
ïðèáàâëÿåì ê D2 è âñå ïîâòîðÿåì ñíîâà. Óêàçàííûå îïåðàöèè ìîæíî
íàçâàòü øëèôîâêîé ðÿäà (13), êîãäà êàæäûé åãî ÷ëåí ìû äîâîäèì äî
ñòàòóñà «öèôðû» â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà s.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

s m wm w w w
� � � � � � �s aq v

v

a a a
( ) ( ) ... .( ) ( ) ( ) ( )

10 0
1 2

210 10 10
..

�
��

�
��
, (18)

ãäå ïðèáëèæåíèÿ q( )m ëèáî ñîâïàäàþò ñ ïðèáëèæåíèÿìè p( )m ,
ëèáî áîëüøå èõ íà 1 â ñëó÷àå, êîãäà ýòîãî ïîòðåáîâàëà «øëèôîâêà»
ðÿäà. Ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ s( )m è ñàìîãî m îïèñàíû âûøå;
a av0( )... ( )...w w — ýòî «öèôðû». Èõ ïðèáëèæåíèÿ ðàâíû 0 1 2 9, , ... .

3. Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì, ðàâíûì ù

ßñíî, ÷òî âñå îïèñàííûå ïðîöåäóðû ìîæíî ðåàëèçîâàòü, âçÿâ çà
îñíîâàíèå ëþáîå êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî G � 1. Áóäåì ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñåáå âåëè÷èíó G êàê ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî íåîãðàíè÷åííî
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óâåëè÷èâàòü. Âîçüìåì ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíîãî ÷èñëà (9). Òåïåðü ó
êàæäîé «öèôðû», à òàêæå ó ïîðÿäêà ÷èñëà p( )w è åãî çíàêà s( )w ïîÿ-
âèëñÿ íîâûé ïàðàìåòð — îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ G. Âîñïîëü-
çóåìñÿ (9) è çàïèøåì ÷èñëî À ÷åðåç åãî ïðèáëèæåíèÿ:

À s n G C n G
n

p nG C n G

G

C n G

G
� � � �

	
Lim

w
( , ) ( , ) .( , ) ( , ) ( , )

10 0
1 2

2
..

�
��

�
��
. (19)

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó Lim ïðè n 	 w íèêàêèõ òðóäíîñòåé íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò. Îäíàêî òåïåðü ìû õîòèì ñäåëàòü ïåðåõîä ê ïðåäåëó òàêæå äëÿ
÷èñëà G 	 w. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n ÷èñëî ïîä çíàêîì Lim
â (19) îò âåëè÷èíû G âîîáùå íå çàâèñèò. Ýòî íåêîòîðîå ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî çàïèñûâàòü â êàêîé óãîäíî ôîðìå. Åñëè
âû÷èñëèòü âñå åãî öèôðû è õàðàêòåðèñòèêó êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà
G è ïðîâåñòè âñå âûêëàäêè, òî âåëè÷èíà G âåçäå ñîêðàòèòñÿ èëè
óíè÷òîæèòñÿ. Ïîýòîìó ïåðåõîä G 	 w— ýòî ïåðåõîä òîëüêî â ôîðìå
çàïèñè ÷èñëà. Äåëàÿ åãî, ìû ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

À s Cp C C
� � � ��

��
�

( , ) ( , ) ...( , ) ( , ) ( , )
w w w www w w

w

w w

w
10 0

1 2
2 ��

. (20)

Çäåñü «öèôðû» ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò 0 äî ( )w � 1 .
Äëÿ ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë (18) ðåçóëüòàò áóäåò àíàëîãè÷íûì.

4. Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ êàê èíñòðóìåíò
äëÿ îïèñàíèÿ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé

Âûøå âñå ïîñòðîåíèÿ äåëàëèñü äëÿ ñàìîãî îáùåãî ñëó÷àÿ, à
èìåííî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé (÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé) îáëàñòè
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå çàïèñè «íåîäíîìåð-
íîñòü» (òî÷íåå ñêàçàòü — íåîðäèíàðíîñòü) ÷èñëà ñîñðåäîòî÷åíà â åãî
õàðàêòåðèñòèêå (7). Åñëè æå s n( ) ( 1 èëè s n( ) ( �1 è, êðîìå òîãî, q —
÷èñëî «íàòóðàëüíîå», òî ìû èìååì ðàçëîæåíèå ÷èñëà, ïðèíàäëåæà-
ùåãî ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé. Äëÿ îñíîâàíèÿ G � 10 èìååì

s w
w w wn

n
� � � � � � � ��

��
�

10 0
1 2

210 10 10

q a
a a a

( ) ... .. .
( ) ( ) ( )

��
. (21)

Çäåñü a a0( ),... ( ),...w wn — «öèôðû». Çàïèøåì òåïåðü (21) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî îñíîâàíèÿ G è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim ïðè G 	 w (ñì. ðà-
âåíñòâà (19), (20)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

a w w
w w

w

w w

w

n
n

� � � � � ��
��

�
��

10 0
1q a

a a
( , ) ... .. .

( , ) ( , )
. (22)

Çäåñü «öèôðû» à a0,... . . .n ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò 0 äî ( )w � 1 .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîëíîå îïèñàíèå ÷èñåë íåàðõèìå-
äîâîé ïðÿìîé, êîòîðîå àíàëîãè÷íî îïèñàíèþ îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.

Ïðåäñòàâëåíèÿ (21), (22) óäîáíû äëÿ çàïèñè êîíêðåòíûõ ÷èñåë
íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Îäíàêî èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà íåóäîáíî. (Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ñèòóà-
öèÿ òàêàÿ æå. Íàïðèìåð, ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé íèêàê íå îïèðàåòñÿ
íà ïîçèöèîííóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë.)

Çäåñü åñòü åùå îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå íåîáõîäèìî îòìåòèòü.
Ñâîáîäà â âûáîðå «öèôð» â (21), (22) ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîëü-
øîé. Ïîýòîìó íåàðõèìåäîâà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì îáú-
åêòîì. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ óïðîùåííûõ
êîíñòðóêöèé ïðÿìîé (çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ íà íåé êóïþð). Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, òàêèå êîíñòðóêöèè äîëæíû áûòü îáîçðèìûìè, ñ äðóãîé — îíè
äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè
è ïðèëîæåíèé. Ïîçèöèîííûå ñèñòåìû çàïèñè äàþò â ðóêè ïîäõîäÿ-
ùèé èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé. Ïåðåõîäèì ê
èõ îïèñàíèþ. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ÷èñëî s îïðåäåëÿåòñÿ íåñ÷åòíîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîèõ ïðèáëèæåíèé:

A A A A A A

A A n

n v

v
n

v

1 2 1, ,... ,... , ,... ,...,

( ),
w w

w
s

�

	
� �Lim limit Lim

v n
vA n

	� 	w
( ).

(23)

Ñòåïåíü ïðîèçâîëà â âûáîðå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷ðåçâû÷àé-
íî øèðîêà. Ëþáûå óñëîâèÿ, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å ñâÿçûâàþò ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåæäó ñîáîé, ñòåïåíü ïðîèçâîëà óìåíüøàþò.
Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç îáëàñòè (23) ìû âûäåëÿåì ðàçëè÷-
íûå ïîäîáëàñòè, êîòîðûå â ñèëó âûáðàííûõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿþòñÿ
óæå áîëåå îáîçðèìûìè, ÷åì èñõîäíàÿ îáëàñòü. Íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Ïóñòü ïåðâûé îòðåçîê A A An1 2, ,... . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (23) ñî-
ñòîèò èç àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ
ñòåïåíü íåïðåðûâíîñòè íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì: êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì íî-
ìåðîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà÷àëüíîãî îò-
ðåçêà:

A A A A

A A

n
n

n
n

v
n

v n

w
w

w
w

w

� �

�
	

�
	

�

	

Lim Lim

Lim

, ,...,

,...( )

1 1

,
(24)

ãäå, êàê îáû÷íî, v v n
n

�
	

Lim
w

( ). Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè óìåíüøàþò

ïðîèçâîë â âûáîðå (23). Òåïåðü ïðîèçâîë ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ÷ëåíîâ
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òîëüêî ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An. Åñëè äåñÿòè÷íîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà An èìååò âèä

An
n

n

p p p
� � � �1 2

210 10 10
... ,

òî äåñÿòè÷íîå ðàçëîæåíèå s ñóòü

s w
w

w
w

� � � � � � � � ��
�

p p p p p pn

n

v1 2
2

1
110 10 10 10 10 1

... .. . . . .
0v

�. . .,

ãäå
p p p p

n
n v

n
v nw

w w
� �

	 	
Lim Lim ,... .,... ( ) (25)

Çäåñü pn � 0 1 2 9, , ,... — ýòî öèôðû. ×èñëà (25) òîæå áûëè íàçâàíû
«öèôðàìè». Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (25) îçíà÷àþò, ÷òî s — ÿäðî âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà. ßäðàì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþò ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî öèôðû, ñòîÿùèå
íà ìåñòàõ ñ áåñêîíå÷íûìè íîìåðàìè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
öèôðàìè íà ìåñòàõ ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè. Â ýòîì îòíîøåíèè ñè-
òóàöèÿ ïîõîæà íà èçîáðàæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïåðèîäè÷åñêè-
ìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè. Äëÿ ïîñëåäíèõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî öèôðû íà ëþáûõ ìåñòàõ, áîëüøèõ N, îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè N öèôðàìè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
âåùåñòâåííûå ÷èñëà ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðèìûêàþùèìè ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì (ñð. ñ êëàññîì «ãè-
ïåððàöèîíàëüíûõ» ÷èñåë [77]).

Ñëåäóþùèå êëàññû ÷èñåë áóäåì ïîëó÷àòü, ïîñòåïåííî îñëàáëÿÿ
óñëîâèÿ (24). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü åñòü äî ÷ëåíà íîìåð
w è äàëüøå îíà íàðóøàåòñÿ:

s w
w

w
w

w
w

� � � � � � � ��
�

� �
�

p p p q qv

v

1 1 1
110 10 10 10 10

... ... . . .�
�
��
,

ãäå
p p p p

q p

n
n

n
n

n
n

w
w

w
w

w
w

�
	

�
	

�
	

�

� �

�

1 1

1 1

Lim Lim

Lim

, ,

,... .

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûäåëèòü èç ñóììû â ñêîáêàõ
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå (25). Ïóñòü

q p R q p Rw w w w� � � �� � � �1 1 1 2 2 2, ,...,

ãäå ïî-ïðåæíåìó pw,... îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (25). Òîãäà
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s a
w

w
w

� � � � � � � ��
��

�
��

0
1 2

2

1

10 10 10 10 10

R R R Rv

v
. . . . . . . . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Rn — ýòî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü ðàçðûâû
óñòðîåíû òàê, ÷òî ðàçðûâ Rw ðàâåí ïðåäåëó Lim îò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàçðûâîâ Rn. Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ðàçðûâîâ ïîëó÷àþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî:

R R R R
n

n
n

nw
w

w
w

� �
	

�
	

�Lim Lim, ,...1 1 . (26)

Òîãäà âûðàæåíèå â ñêîáêàõ — ÿäðî íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
a1 è, çíà÷èò,

s a
a
w

� �0
1

10
.

Äåéñòâóÿ äàëüøå òàêèì æå îáðàçîì, ìîæíî ñòðîèòü áîëåå ñëîæíûå
òèïû ÷èñåë, âêëþ÷àÿ ñþäà ÷èñëà ñ áåñêîíå÷íûì ðàçëîæåíèåì ïî
ñòåïåíÿì 10w:

s a
a a a a
w w w w

� � � � � � �0
1 2

2
3
310 10 10 10

... ...v

v
. (27)

Äàííàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ îñíîâàíèåì 10w:

s a a a a� 0 1 2, ,... ,...v .

Çäåñü «öèôðû» ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óæå ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ðåçóëüòàò (26) ìîæíî îáîáùèòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûé

îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò íå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,
êàê ýòî áûëî ïðèíÿòî âûøå, à ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà: A a mn

m
n�

	
Lim

w
( ).

Ïóñòü èìåþò ìåñòî òå æå ñàìûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (25):

A A a m a n

A

n
n

n m
n

n
n

v

w
w w w w

� � �

�

	 	 	 	
Lim LimLim Lim

Li

( ) ( );...

m Lim
n

v
n

v nA n a n
	 	

�
w w

( ) ( ),... .( )

Ñòàðòîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû ïðîäîë-
æåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Av áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ïî àíàëîãèè ñ (27) ìîæíî ðàññìîòðåòü êëàññ ñóùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (27), íî â ñèñòåìå ñ îñíîâàíè-
åì, ðàâíûì w. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òàêèìè ÷èñëàìè, êîòî-
ðûå èìåþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

s w w w

h
m

m
w

w
n

n

m

� � � � � � � � � � �

�
� � �x x x õ x x. . . . . . . . . . . .1 0 1E E

� � � � � � � ��h h x xm 1 1 1. . . . . . . . .,x v

(28)
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ãäå
h w h w x xm m

m

m

� � � � �� �

�

x x x x x x

x

v v
v,... , , ,... ,...,1 1 0 1 1E E

,... ,... ,...x x v0

(29)

ñóòü ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ×èñëà (28) ïðèíàäëåæàò íåàðõèìåäî-
âîé (ñóùåñòâåííîé) ïðÿìîé, íî, êîíå÷íî, íå èñ÷åðïûâàþò äàííóþ
ïðÿìóþ ïîëíîñòüþ, òàê êàê ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íå ìîãóò áûòü
óâåëè÷åíû äî w � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îòìåòèòü íà ïðÿìîé ÷èñëà
âèäà (28), òî ìåæäó íèìè áóäóò íàáëþäàòüñÿ ïðîáåëû ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáîâ. Òåì íå ìåíåå ÷èñëîâàÿ îáëàñòü (28) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
óäîáíîé äëÿ ïðèëîæåíèé è ïîýòîìó íèæå äàííûé ñëó÷àé áóäåò îñ-
íîâíûì íàðÿäó ñ ñàìûì îáùèì ñëó÷àåì, êîãäà ïåðåìåííàÿ X ïðîáå-
ãàåò âñå çíà÷åíèÿ íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé áåç êóïþð.

Îáîçíà÷åíèÿ âèäà (28), (29) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîñòðàíñò-
âåííûõ îñåé.

Äëÿ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé íåàðõèìåäîâà âðåìåíè áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

T t t t t t

t

v
v� � � � � � � � �

� # � � # � �
� �m

m

m

w w. . . . . . . . .

. . .
1 0 1

1

E E

t t1 � � �. . . . . .,v

ãäå
# � � �� �m m

m
mw tt t t t t t tv

v
v v,... ,..., ,..., ,... ,... . .0 0E .

— ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå äàåòñÿ â êëàñ-
ñè÷åñêîì àíàëèçå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f x( ) çàäàíà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè
Oõ è ïóñòü x n — íåêîòîðàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî

lim , lim ( ) lim*

n
n

n
n

n
nx x f x f x

	� 	� 	�
� � 


��

��
. (1)

Åñëè äàííîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
õ õn 	 *, òî f x( ) ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x *. Äàííûå óñëîâèÿ
íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî
íàçâàòü òàêæå ëîêàëüíî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé íå ÿâëÿåòñÿ, íî, òåì íå ìå-
íåå, äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x n èç ïåðâîãî óñëîâèÿ (1)
ñëåäóåò âòîðîå óñëîâèå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèþ f áóäåì ñ÷èòàòü
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x * ïî ïóòè x n. Åñëè ðàâåíñòâà (1) èìåþò ìåñòî
äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïóòåé, òî ìîæíî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè
îòíîñèòåëüíî äàííûõ êëàññîâ ïóòåé.

Íè÷òî íå ìåøàåò ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå (1) òàêæå íà ñëó-
÷àé, êîãäà õ * � �. Â àíàëèçå-1 ýòî, îäíàêî, íå ïðèíÿòî. Áîëåå òîãî, â
ñâîåì èçâåñòíîì ó÷åáíèêå [110, ñ. 96] Í.Í. Ëóçèí ïèøåò: «Êàê ïðè-
ìåð ëîæíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíî óêàçàòü ôðàçó: “Ôóíêöèÿ
f x( ) ðàâíà íóëþ äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî õ, f x( ) � 0, è ðàâíà åäèíèöå
äëÿ õ áåñêîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî, f( )� � 1”. Òàêîå çàäàíèå ôóíê-
öèè f x( ) áåññìûñëåííî, ïîòîìó ÷òî áåñêîíå÷íîñòü íå åñòü ÷èñëî è,
çíà÷èò, ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ðàâíîãî ��, áûòü íå ìîæåò.
È òîò, êòî ïèøåò f( )�� � 1, äîëæåí èìåòü â âèäó, ÷òî åñòü ïðîñòî ñî-
êðàùåííûé ñïîñîá ïèñàòü lim ( )

x
f x

	��
� 1. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî íåâîç-

ìîæíî, ïîñêîëüêó f x( ) � 0 äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî õ, è, çíà÷èò, èìå-
åì lim ( )

x
f x

	��
� 0, à íå 1».

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå îòíîøåíèå ê ïîíÿòèþ «áåñêîíå÷íîñòü»
ñîâåðøåííî äðóãîå. Çäåñü áåñêîíå÷íî áîëüøèå ÷èñëà èìåþò òî÷íî òà-
êîé æå ñòàòóñ, êàê è îáû÷íûå, ò.å. êîíå÷íûå ÷èñëà. Âî âñåõ âûêëàäêàõ
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îíè ôèãóðèðóþò âìåñòå ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè âïîëíå «íà ðàâíûõ».
Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà äàþò îñíîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû è áåñêîíå÷íîñòü
êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà «óðàâíÿòü â ïðàâàõ» ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè.
Ôîðìàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ ýòîãî íåò: ëþáîå êîíå÷íîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî õ — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë. Áåñêîíå÷íîñòü òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå f( )� ìîæíî çàäàâàòü íåçàâèñèìî îò âåëè-
÷èíû ïðåäåëà lim ( )

x
f x

	�
. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå f( )� ìîæåò ñîâïàäàòü ñ

ïðåäåëîì, íî ìîæåò è îòëè÷àòüñÿ îò íåãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lim , lim ( ) lim
n

n
n

n
n

nx f õ f x
	� 	� 	�

� � � 

��


��
. (2)

Åñëè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè õ n 	 �, òî ôóíêöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå. Ôóíêöèþ f x( ) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå
õ � � ïî íåêîòîðîìó ïóòè õ n 	 �, åñëè ðàâåíñòâà (2) èìåþò ìåñòî
èìåííî äëÿ äàííîãî ïóòè x n.

Ðàâåíñòâà (1), (2) îäèíàêîâû ïî ôîðìå, íî ìåæäó íèìè åñòü îäíî
ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå. Ðàâåíñòâà (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

lim ( ) ( ),* * *

D
D D

õ
nf õ õ f õ x x x

	
� � � �

0
.

Îäíàêî äëÿ ðàâåíñòâ (2) ïîäîáíàÿ çàïèñü

lim ( ) ( ),
D

D D
õ

nf õ f x x
	

� � � � � � �
0

ñìûñëà íå èìååò. Âñå äåëî â ðàçëè÷íîì õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé x n ê ñâîåìó ïðåäåëó. Äëÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà çàïèñü
lim *

n
nx x

	�
� îçíà÷àåò íåîãðàíè÷åííîå óìåíüøåíèå ðàçíîñòè ( )*x õn � .

Åñëè æå x * � �, òî õàðàêòåð ñòðåìëåíèÿ ê ïðåäåëó ñòàíîâèòñÿ äðóãèì.
Ïóñòü, íàïðèìåð, x nn � . Ïðèáàâëÿÿ íà êàæäîì øàãå ê çíà÷åíèþ àð-
ãóìåíòà åäèíèöó, ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ äî ëþáîãî ÷èñëà, íî òîëüêî
íå äî ÷èñëà õ � �. Êîíå÷íûå ÷èñëà è áåñêîíå÷íîñòü âñåãäà ðàçäåëåíû
÷åì-òî, ÷òî ìîæíî íàçâàòü áàðüåðîì, ïðîïàñòüþ èëè îñîáîé çîíîé
ïåðåõîäà. Åñëè ïîïûòàòüñÿ èçîáðàçèòü äåéñòâèòåëüíóþ îñü âìåñòå ñ
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, òî áåç ìíîãîòî÷èÿ íå îáîéòèñü. Òàêîå
æå ìíîãîòî÷èå áóäåò è â èëëþñòðàöèè ïðåäåëà � ñ ïîìîùüþ ðÿäà

1 2 3, , ,... .� (3)

Ìíîãîòî÷èÿ îáîçíà÷àþò óïîìÿíóòóþ âûøå îñîáóþ çîíó. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïåðåõîä ê ïðåäåëó õ � �— ýòî âñåãäà ïðûæîê
÷åðåç «ìíîãîòî÷èå», ÷åðåç îñîáóþ çîíó ïåðåõîäà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó. Äëÿ ôóíê-
öèé êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà èìåþò ìåñòî äâà ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿ
èõ íåïðåðûâíîñòè.

1. Îïðåäåëåíèå ïåðâîãî òèïà îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèþ íåïðåðûâíî-
ñòè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Îíî äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè (1).

2. Îïðåäåëåíèå âòîðîãî òèïà îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèþ íåïðåðûâíî-
ñòè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Îíî äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè (2).

Óñëîâèÿ (1) îòíîñÿòñÿ ê òî÷êàì îäíîãî è òîãî æå ìàñøòàáíî-
ãî óðîâíÿ äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. È ýòà ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òè-
ïè÷íîé. Óñëîâèÿ æå (2) îòíîñÿòñÿ ê òî÷êàì ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé. È ýòî èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé. Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå
â ñìûñëå «òèïè÷íîñòè» êàðòèíà áóäåò ñîâåðøåííî äðóãîé. Çäåñü
òèïè÷íà èìåííî âòîðàÿ ñèòóàöèÿ. Ñîáñòâåííî êàæäàÿ òî÷êà íåàð-
õèìåäîâîé ïðÿìîé èãðàåò äâå ðîëè. Â ïåðâîé îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé äëÿ òî÷åê ìåíüøåãî ìàñøòàáà, âî âòîðîé — ñëó-
æèò îäíèì èç ïóíêòîâ ïóòè ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå
áoëüøåãî ìàñøòàáà. Íàïðèìåð, òî÷êà X � 1 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé äëÿ òî÷åê X E, 2E, 3E,� . . . . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êè
X � 1 2, ,... — ýòî îòìåòêè íà ïóòè ê çíà÷åíèþ X � w. Ïî-äðóãîìó
ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïåðåõîä ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íåàðõè-
ìåäîâîé ïðÿìîé íà äðóãîé åå óðîâåíü — ýòî âñåãäà ïðûæîê òîãî æå
òèïà, ÷òî è â (3).

Äàëåå, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè âñåãäà àññîöèèðóåòñÿ ñ íåïðå-
ðûâíîñòüþ åå ãðàôèêà. Òîãäà åñëè ìû ãîâîðèì î ãðàôèêå íàä îñüþ
ÎÕ, ñîäåðæàùåé â ñâîåì èçîáðàæåíèè «ìíîãîòî÷èÿ», òî êàêèì-òî
îáðàçîì íàäî îïèñàòü íåïðåðûâíîñòü ýòîãî ãðàôèêà è íàä îñîáîé çî-
íîé, îáîçíà÷åííîé ìíîãîòî÷èåì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ èí-
ñòðóìåíò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñìûñëå Lim. Èìåííî çäåñü åñòü
àíàëîãèÿ ñ ïîíÿòèåì íåïðåðûâíîñòè îáû÷íîé ôóíêöèè â áåñêîíå÷-
íî óäàëåííîé òî÷êå.

Èíñòðóìåíò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñìûñëå limit ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü íåïðåðûâíîñòü, àíàëîãè÷íóþ íåïðåðûâíîñòè îáû÷íûõ ôóíê-
öèé â êîíå÷íûõ òî÷êàõ.

Âñå ýòî, êîíå÷íî, òîëüêî àíàëîãèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü
ñèòóàöèþ íåôîðìàëüíî. Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé íåîáõîäèìû
ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïåðåéäåì ê èõ èçëîæåíèþ.

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå åñòü äâà òèïà íåàêòóàëüíûõ áåñêîíå÷-
íî ìàëûõ âåëè÷èí (ñì. § 14). Ïðè èñïîëüçîâàíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïåðâîãî òèïà áóäåì ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ïî òèïó 1.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âòîðîãî òèïà áóäåì ãîâîðèòü
î íåïðåðûâíîñòè ïî òèïó 2.
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§ 19. Íåïðåðûâíîñòü ïî òèïó 2 —
ëîêàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

Ïóñòü X,U — ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, F( )X — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, U 0 0,X — íåêîòî-

ðûå çíà÷åíèÿ X è U. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè

X X X X

X X X X
1 2

1 2

, ,... ,... ,...,

, ,... ,... ,...
w

w

v

v� � � �
(1)

ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå X0, ò.å.

limit X X limit X X
v

v
v

v
	� 	�

� � �0 0, .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ (1) ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î ñëåäóþùèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿõ:

F F F F

F F

v( ), ( ),... ( ),... ( ),...,

( ), ( ),..

X X X X

X X
1 2

1 2

w

� � . ( ),... ( ),... .F F v� �X Xw

(2)

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ïðèìåì, ÷òî ïðåäåëà ó ôóíêöèè % &F X ïðè

X X	 0 íå ñóùåñòâóåò, åñëè 1) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü X v òàêàÿ, ÷òî ïðåäåëà limit X
v

vF( ) íå ñóùåñòâóåò, ëèáî 2) íàé-

äåòñÿ õîòÿ áû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) òàêèå, ÷òî

limit X limit X
v

v
v

vF F( ) ( )� � .

Îïðåäåëåíèå 19.2. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (1),
ñõîäÿùèõñÿ ê X0, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (2) è ýòè

ïðåäåëû ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, ò.å.

limit X limit X
v

v
v

vF F( ) ( )� � � U 0, (3)

òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè F( )X ïðè X X	 0 ñóùåñòâóåò.

Çíà÷åíèÿ ïðåäåëà áóäåì ïîëàãàòü ðàâíûìè çíà÷åíèþ (3). Ïåðå÷èñëåííûå

ôàêòû áóäåì êîíñòàòèðîâàòü ñ ïîìîùüþ çàïèñè

limit X
X X	

�
0

0F( ) U .

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ â ñàìîé òî÷êå X0 òàêæå îïðåäå-
ëåíà. Òîãäà ââåäåì ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 19.3. Åñëè ïðåäåë ôóíêöèè ïðè X X	 0 ñóùåñòâóåò è
ðàâåí çíà÷åíèþ F( )X 0 :

limit X X
X X	

�
0

0F F( ) ( ),

òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F( )X â òî÷êå X0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ïî òèïó 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâ-
íîé (ïî òèïó 2) â òî÷êå X0. Âåëè÷èíà ðàçðûâà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ðàç-
íîñòè

R F F� �
	

( ) ( )X limit X
X X

0
0

.

Íåïðåðûâíóþ ïî òèïó 2 ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü òàêæå ëîêàëüíî-íå-
ïðåðûâíîé èëè limit-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü X0 � �.

Îïðåäåëåíèå 19.4. Åñëè ôóíêöèÿ F( )X ëîêàëüíî-íåïðåðûâíà â êàæ-

äîé òî÷êå íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè D îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà íåïðåðûâíà ïî òèïó 2 â D.

Íà ÿçûêå áåñêîíå÷íî ìàëûõ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

Îïðåäåëåíèå 19.5. Ôóíêöèÿ F( )X ñ÷èòàåòñÿ â òî÷êå X íåïðåðûâíîé

ïî òèïó 2, åñëè ëþáîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷è-
íó òèïà 2 ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ òèïà 2.

Âûïèøåì äâà ðàâåíñòâà:

limit X limit X X X
v

v
v

vF F
	� 	�

� � � �D D0 0, [ ( ) ( )] .

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò âòîðîå, ýêâèâà-
ëåíòíî ïðèâåäåííîìó îïðåäåëåíèþ. Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ limit-íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â îáëàñòè D è limit-íå-
ïðåðûâíîñòè ïî îòäåëüíûì ïóòÿì. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå íåïðå-
ðûâíîñòè íåàðõèìåäîâîé ôóíêöèè ïî òèïó 2 — ýòî àíàëîã ïîíÿòèÿ
íåïðåðûâíîñòè àíàëèçà-1.

§ 20. Íåïðåðûâíîñòü ïî òèïó 1 —
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé íà ñòûêå
ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé

Íåàðõèìåäîâà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíîé. Ïîýòîìó ïå-
ðåõîä àðãóìåíòà ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé — ýòî âñåãäà
ïåðåõîä ÷åðåç îñîáóþ çîíó («ìíîãîòî÷èå»). Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì
èññëåäîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè â çîíàõ ïåðåõîäà ñëóæèò îïåðàòîð Lim.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ F( )X îïðåäåëåíà ïðè âñåõ X, êîòîðûå ïîòðåáóþò-
ñÿ íèæå. Ñìûñë îïåðàöèè Lim âèäåí èç îïðåäåëåíèÿ ýòàëîííûõ áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîãî è áåñêîíå÷íî ìàëîãî ÷èñåë:

1 2 1 1
1

2

1 1
, ,... ,... , ,... ,... / .n n

n nn n
Lim ; Lim� � �w wE

Âñå ÷èñëà 1 2 3, , ... ïðèíàäëåæàò ê âåùåñòâåííîìó ìàñøòàáíîìó óðîâ-

íþ, à ÷èñëî Lim
n

n — ê ïåðâîìó ìåãàóðîâíþ; âñå ÷èñëà 1
1

2

1

3
, , ... ïðè-

íàäëåæàò ê âåùåñòâåííîìó óðîâíþ, à ÷èñëî Lim
n n

1
— ê ïåðâîìó ìèê-

ðîóðîâíþ. È âîîáùå, åñëè ó íàñ çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X n è åå
ïðåäåë â ñìûñëå LimX

n
n:

X X X X LimX X1 2 3, , ,... ,... *
n

n
n � ,

òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åå ïðåäåë ïðèíàäëåæàò, êàê ïðàâèëî,
ê ðàçíûì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàð-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âñå ïîñòðîåíèÿ áóäóò âåðíû è äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ. Îäíàêî, èìåÿ â âèäó ïðàâèëî, à íå èñêëþ÷åíèå, î ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è åå ïðåäåëå áóäåì ãîâîðèòü êàê îá îáúåêòàõ, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò ê ðàçëè÷íûì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì ÷èñëîâîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 20.1. Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèÿ F( )X â òî÷êå X* ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé ïî òèïó 1, åñëè

LimX X Lim X LimX
n

n
n

n
n

nF F
	 	 	

� � 

��


��w w w

*, ( ) (1)

äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X n, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå X*.

Êàê ïðàâèëî, ðàâåíñòâà (1) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íå äëÿ ëþáûõ, à
òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê X*. Äëÿ
òàêèõ ñëó÷àåâ ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 20.2. Åñëè ðàâåíñòâà (1) èìåþò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X n, òî ôóíêöèþ F( )X áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâ-

íîé â òî÷êå X* ïî òèïó 1 è ïóòè X n. Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå î íåïðå-

ðûâíîñòè ìåæäó ìàñøòàáíûìè óðîâíåì X n è óðîâíåì X* (â òî÷êå X*).

Åñëè íåïðåðûâíîñòè íåò, òî ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçðûâå òèïà 1, ðàâíîì

R F Fn
n

n( ; ) ( ) ( )* *X X X Lim X� �
	w

.

Ðàçðûâ R îòíîñèòñÿ êàê ê òî÷êå X*, òàê è ê ïóòè { }X n , âåäóùåìó â

ýòó òî÷êó.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè íà ñòûêå ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé — ýòî ïðèìåðíûé àíàëîã íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèé êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà â òî÷êå áåñêîíå÷íîñòü.

Íà ÿçûêå áåñêîíå÷íî ìàëûõ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè âûãëÿ-
äåò òàê:

Îïðåäåëåíèå 20.3. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî òèïó 1, åñëè
ëþáîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó òèïà 1 ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ òèïà 1.

Çàïèøåì äâà ðàâåíñòâà:

Lim X Lim X) X X
n

n
n

nF F
	 	

� � � �
w w
D D0 0, [ ( ( )] .

Íåïðåðûâíîñòü òèïà 1 îçíà÷àåò, ÷òî èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäó-
åò âòîðîå.

§ 21. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 21.1. Åñëè â îáëàñòè D ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåí-
íî íåïðåðûâíîé ïî òèïó 1 è ïî òèïó 2, òî áóäåì åå íàçûâàòü íåïðåðûâ-
íîé â îáëàñòè D.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè îçíà÷àåò îäíîâðåìåí-
íîå âûïîëíåíèå óñëîâèé

limit X limit X

Lim X Lim

v
v

v
v

n
n

n

F F

F F

	� 	�

	

� 

��


��

� �

( ) ,

( )
w 	

�

��


��w

X n ,

ãäå
X X X X1 2, ... ,... . . .w n

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà 2, à

� � �X X X1 2, ...� n

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà 1. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èõ ïðå-
äåëû ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D.

Òåðìèí «íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ» ââîäèòñÿ â êëàññè÷åñêîì àíà-
ëèçå. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òàêîé æå òåðìèí â íåàðõèìåäîâîé
îáëàñòè, íóæíû îïðåäåëåííûå îñíîâàíèÿ. Òàêèå îñíîâàíèÿ åñòü.
Îäíî èç ãëàâíûõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé êëàññè÷åñêîãî
àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêèå ôóíêöèè äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî
â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îíè îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-
çíà÷íî óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè. Òî÷íî òàêîå æå ñâîéñòâî èìååò
ìåñòî è â íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé îáëàñòè.
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Òåîðåìà 21.1. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë
ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 21.1. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ r. Òîãäà
äàííûå çíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
ôóíêöèþ F âî âñåé îáëàñòè D.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óêàçàííûì óñëîâèÿì
îòâå÷àþò äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè F1( )X è F2( )X . Ïóñòü F( )X =
� �F F1 2( ) ( )X X . Ôóíêöèÿ F( )X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé (ýòî ëåãêî äî-
êàçàòü) è, êðîìå òîãî, â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ F r( ) ( 0. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî àðãóìåíò X åñòü íåêîòîðîå ýëåìåíòàðíîå ÷èñëî A r

n
n�

	
Lim

w
.

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïî òèïó 1 ñëåäóåò, ÷òî

F A F r F r
n

n
n

n( ) ( )� 

��


��
� �

	 	
Lim Lim

w w
0.

Âîçüìåì íåêîòîðîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî X )D, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë Av :

X limit�
	�v

vA .

Èç íåïðåðûâíîñòè F ïî òèïó 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî

F F A F A
v

v
v

v( ) ( )X limit limit�



�
��



�
�� � (

	� 	�
0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî X èìååì F( )X ( 0è, çíà÷èò, F F1 2( ) ( )X X( .
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äàëåå, äëÿ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â ñìûñëå êëàññè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, èìååò ìåñòî òåîðåìà Áîëüöàíî — Êîøè. Åñëè ôóíêöèÿ y f x� ( )
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [ , ]a b è f a f b( ) , ( )� �0 0, òî íàéäåòñÿ òî÷êà
ñ a b)[ , ] òàêàÿ, ÷òî f c( ) � 0. Ýòî, ïîæàëóé, ãëàâíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå
äàåò íàì íåôîðìàëüíîå, èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå íåïðåðûâíîñòè.
Ïðè÷åì íåïðåðûâíîñòè íå òîëüêî ãðàôèêà y f x� ( ), íî è íåïðåðûâ-
íîñòè ñàìîãî îòðåçêà [ , ]a b . Òîò ôàêò, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ãðàôèêà è îòðåçêà îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íà íèõ âàêàíñèé.
Ôóíêöèè, êîòîðûå ìû íàçâàëè íåïðåðûâíûìè â íåàðõèìåäîâîì
àíàëèçå, îáëàäàþò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 21.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ U � F( )X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà

îòðåçêå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé [ , ]a b . Åñëè F F( ) , ( )a b� �0 0, òî âñåãäà
íàéäåòñÿ òî÷êà g, â êîòîðîé F( )g � 0. Ïðè ýòîì òî÷êà g ìîæåò ïðè-
íàäëåæàòü îòðåçêó [ , ]a b , íî ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü åìó.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî a b� �0 1, . Ïóñòü X � r — ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà.
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Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ òàêîâà, ÷òî åå çíà÷åíèÿ
â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
Çàïàñà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ê ôóíêöèè
F r( ) ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

Âîçüìåì òî÷êó X � 1

2
. Åñëè F

1

2
0


�
� 

�
� � , òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè

F
1

2
0


�
� 

�
� � , òî ïîëîæèì a1

1
2

� , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì b 1
1

2
� è

ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ

0 11 2 2 1� � � � � � � � � �a a a b b b. . . . . . . . . . . .n n

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n � 1 2 3, , ,...

F Fn n( ) , ( )a b� �0 0. (1)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà Ì ìîæíî íàéòè òàêîå N,
÷òî äëÿ n N�

b an n M� � 1/ .

Âîçüìåì òåïåðü íåêîòîðîå ÷èñëî v v n
n

�
	

Lim
w

( ) èç ïðîäîëæåííîãî íà-

òóðàëüíîãî ðÿäà. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a bn n, âûáåðåì ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè a bv n v n( ) ( ), . Çàìåíèì â íåðàâåíñòâàõ (1) èíäåêñ n íà
v n( ) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim ïðè n 	 w. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F F
n

v n
n

v nLim Lim
	 	



��


��
� 


��

��
�

w w
a b( ) ( ),0 0. (2)

Ïåðåõîäèòü â íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó Lim, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî n � 1 2 3, , ... èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
( / )1 10 0n � �E . Íî, òåì íå ìåíåå, Lim

n
n

	
� � � �

w
( / )1 10 9 0E E . Îäíàêî â

ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ F r( ) — ýòî ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà, ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ âîçìîæåí.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [ , ]a bv v ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ.
Ïóñòü

g a b� �
	� 	�

limit limit
v

v
v

v .

Ïåðåéäåì â íåðàâåíñòâàõ (2) ê ïðåäåëó limit ïðè v 	 �. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

F( )g � 0.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ 1 äîêàçàíà. Êðîìå òîãî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â
ñëó÷àå 1 òî÷êà g a b)[ , ], òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ g ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì
îáû÷íîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, ðàâíîãî lim lim

n
n

n
n

	� 	�
�a b .
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Ñëó÷àé 2. Ïóñòü â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ F ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé îïðåäåëåííûå ýëåìåíòàðíûå ÷èñëà

F r f r
m

m( ) ( )�
	

Lim
w

.

Òîãäà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m

f fm m( ) , ( )0 0 1 0� � .

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ ñëó÷àÿ 1. Çàìåíèì g
íà gm è çàïèøåì

F m( )g � 0.

Ïóñòü Lim
m

m
	

�
w
g g. Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim ïðè m 	 wè âîñïîëüçóåì-

ñÿ íåïðåðûâíîñòüþ F. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Lim Lim
m

m
m

mF F F
	 	

� 

��


��
� �

w w
g g g( ) ( ) 0.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ 2 äîêàçàíà.
Òåïåðü, îäíàêî, íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî òî÷êà g îáÿçàòåëüíî ïðèíàä-
ëåæèò îòðåçêó ïðÿìîé [ , ]a b . Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

F F F F( ) , ( ) , ( ) , ( )X X E E� � � � �w w0 0 1 0 0

òî÷êà g w� E ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [ , ]0 1 , à äëÿ ôóíêöèè

F F F F( ) [ ( ) ] , ( ) , ( ) , ( / ( ( ) ))X X� � � � � � � � � �1 3 1 0 0 1 0 1 3 1 0w w (3)

òî÷êà g � � �( )3 1j îòðåçêó [ , ]a b óæå íå ïðèíàäëåæèò. Ïîñëåäíåå ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ñàìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F( )X âûõîäÿò çà ïðåäåëû ñó-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé OU. Íåôîðìàëüíî îá ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü
òàê. Ðàññìàòðèâàÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (3) äëÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèè F( )X è ïðåäñòàâëÿÿ ñåáå åå ãðàôèê â ìíîãîìåðíîì ÷èñëî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, ó íàñ íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé â òîì, ÷òî òèï ãðàôè-
êà ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î íåïðåðûâ-
íîñòè. Ïðè ýòîì ãðàôèê íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ îòðåçêîì [ , ]a b
íå ïîòîìó, ÷òî ñàì ãðàôèê èëè îòðåçîê [ , ]a b èìåþò êàêèå-òî êóïþ-
ðû, à òîëüêî ïîòîìó, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ÷èñëîâîì ïðîñòðàíñòâå
ãðàôèê «îáõîäèò» îòðåçîê [ , ]a b è íå ïåðåñåêàåò åãî. Èíûìè ñëîâàìè,
èç òî÷êè, ãäå F � 0, â òî÷êó, ãäå F � 0, ãðàôèê F( )X ïðîõîäèò ìèìî
îòðåçêà [ , ]a b .

Â ïðèíöèïå, ïîäîáíûå ôóíêöèè ìîæíî èç àíàëèçà-2 èñêëþ÷èòü.
Îäíàêî ýòî ñóçèò âîçìîæíîñòè àïïàðàòà. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûå
ôóíêöèè ïîÿâëÿþòñÿ ñàìûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì, íàïðèìåð ÷åðåç
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàê, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U � cosX ïðè
X êîíå÷íûõ âñåãäà ïðèíàäëåæàò ïðÿìîé OU, à ïðè X áåñêîíå÷íîì
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ìîãóò óæå âûõîäèòü â íîâîå èçìåðåíèå. Íàïðèìåð, cospw w� �( )1 .
Ïîýòîìó ïîäîáíûå ôóíêöèè èñêëþ÷àòü íå áóäåì.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü

F r f r
v m

mv( ) ( )�
	� 	

limit Lim
w

.

Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ v è m

f fmv mv( ) , ( )0 0 1 0� � .

Íàéäåì çíà÷åíèå gmv òàêîå, ÷òî

F mv( )g � 0.

Çàôèêñèðóåì v è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim ïðè m 	 w. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

g g g
w

v
m

mv vF� �
	

Lim , ( ) 0. (4)

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì r èç çàìêíóòîãî ïðîìåæóòêà [ , ]0 1 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà 2

Lim Lim Lim
m

m
m

mn
m

mvf r f r f r
	 	 	�w w

1( ),... ( ),... ( )...

áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

g g g gw n1 2, ... ,... . . .

òàêæå áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðåäåë

g g�
	�

limit
v

v

ñóùåñòâóåò. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó limit ïðè v 	 � â (4), ïîëó÷èì

F( )g � 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Èòàê, ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè â àíàëèçå-1 è àíàëèçå-2 àíàëî-

ãè÷íû ìåæäó ñîáîé. Â ÷àñòíîñòè, è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â ðà-
öèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ÷ðåçâû-
÷àéíî ñèëüíûå. Âåäü îáëàñòü ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíîé è ìíîãîìàñøòàáíîé. Ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèå
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü â òàêîé îáëàñòè,
ïðàêòè÷åñêè íåîáîçðèìî. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, îòïðàâëÿÿñü
îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîñòåïåííî ïðîäâèãàòüñÿ ê êëàññàì âñå
ìåíåå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì ñòåïåíü ïðîäâèæåíèÿ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè äîëæíà äèêòîâàòüñÿ òåìè èëè èíûìè ïîòðåáíîñòÿìè òåî-
ðåòè÷åñêîãî èëè ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.
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§ 22. Ïðèìåðû

Ïðèíÿòûå âûøå îïðåäåëåíèÿ äàþò êëàññèôèêàöèþ ôóíêöèé,
ñâÿçàííóþ ñ ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè èõ íåïðåðûâíîñòè. Â ðàáî÷åì
âàðèàíòå ïðîâåðêà íåïðåðûâíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå èñòèííîñòè
äâóõ óòâåðæäåíèé:

åñëè limit X
v

v
	�

�D 0, òî limit X X X
v

vF F
	�

� � �[ ( ) ( )]D 0;

åñëè Lim X
n

n
	

�
w
D 0, òî Lim X X X

n
nF F

	
� � �

w
[ ( ) ( )]D 0.

Îïåðàòîðû limit è Lim îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè:

limit limit limit
v

v v
v

v
v

vA B A B
	� 	� 	�

� � �( ) ,

limit limit limit
v

v v
v

v
v

vA B A B
	� 	� 	�

� � � ,

limit limit limit
v

v v
v

v
v

vA B A B
	� 	� 	�

�/ / ;

Lim Lim Lim
n

n n
n

n
n

nA B A B
	 	 	

� � �
w w w

( ) ,

Lim Lim Lim
n

n n
n

n
n

nA B A B
	 	 	

� � �
w w w

,

Lim Lim Lim
n

n n
n

n
n

nA B A B
	 	 	

�
w w w

/ / .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è âñå çíàìåíàòåëè
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ðàçëè÷èå ïðîöåäóð limit è Lim ñîñòîèò â õàðàêòåðå
ïåðåìåííûõ D DX Xv n, . Âîçìîæíî, ÷òî

DX v
v

� 1
èëè

1 1

v n
n

n n
w

ww w w; , ,DX E� � � � .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ óâåëè÷åíèåì v ïåðåìåííàÿ | |DX n ñòàíîâèòñÿ ìåíü-
øå E E, ...2 è ò.ä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ óâåëè÷åíèåì n ïåðåìåííàÿ DX n

ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé èëè îñòàâàòüñÿ íà âåùåñòâåííîì
ìàñøòàáíîì óðîâíå è ò.ä.

Äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé äàííîå ðàçëè÷èå íèêà-
êîãî çíà÷åíèÿ íå èìååò.

1. Ïóñòü F( )X X� 2. Òîãäà

F F( ) ( ) ( )X X X X X X� � � �D D D2 2.

Âåëè÷èíà DX çäåñü íå âàæíà. Èìååò çíà÷åíèå òîëüêî ñòðóêòóðà âû-
ðàæåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïåðàòîð limit èëè Lim (è ïðèïèñûâàÿ DX
èíäåêñ v èëè n), ìû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íóëü.
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ßñíî, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì áóäóò îáëàäàòü ìíîãî÷ëåíû ïî X, à
òàêæå ôóíêöèè, ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â ñòåïåííûå ðÿäû ñ äîñòàòî÷-
íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíîñòü ïî òèïó
2 âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü ïî òèïó 1 è íàîáîðîò. Äàííûå
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Êëàññ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé. Ïóñòü F(X)
îïðåäåëåíà ïðè

X E� � � � � ��h x wx x x x1 0 1 ,

ãäå x x�1 0, — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à | |x 1 10� ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ, à òàêæå ëþáûõ ìèêðî- è ïðîìåæó-
òî÷íûõ óðîâíåé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé.

2. Ïîëîæèì
F x x( ) ( )h x h x� � � � �3 2.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîñòü ïî òèïó 2. Ïðè | |DX Ev � ïðèðàùåíèå
DX v — ýòî ïðèðàùåíèå x. Ïîýòîìó

F F xv v v( ) ( ) ( ) ( )X X X X X� � � � � 	D D D2 02x

ïðè DX v 	 0. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî òèïó 2 (ëîêàëüíî
íåïðåðûâíîé).

Òåïåðü î íåïðåðûâíîñòè ïî òèïó 1. Ðàññìîòðèì ïåðåõîä ñ âåùå-
ñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ïðÿìîé íà åå ïåðâûé ìåãàóðîâåíü:

X X Xn nx n x x n� � � �* * * *, , ( )w wD .

Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âèäà X � � �h xx ïðåäåëüíîé òî÷êå X * ñîîò-
âåòñòâóþò çíà÷åíèÿ h w x� � �x x* , ,0 0. Ñàìoé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
X n ñîîòâåòñòâóþò h x� � �0 0, ,*x x n . Îòñþäà

F F x x nn( ) ( ) ( ) ( )* * *X X� � � � �3 3 2 2w .

Ïðè n 	 w âûðàæåíèå ê 0 íå ñòðåìèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïåðåõî-
äå ñ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ íà ìåãàóðîâåíü ôóíêöèÿ ðàçðûâíà è ñêà-
÷îê åå ðàâåí

R x x� � � �( ) ( )* *3 3 2 2w w .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðåõîä ñ ïåðâîãî ìèêðîóðîâíÿ íà âåùåñò-
âåííûé ìàñøòàáíûé óðîâåíü ïðÿìîé. Ïóñòü

X X E X E* * * *; , ( )� � � � � �x x n x nn nD 1 . (1)

Çäåñü x * � 0 — ÿäðî íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Â îáëàñòè îï-
ðåäåëåíèÿ X � � �h xx ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X n îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ

144

Ã ë à â à 5



h x� � � � �0 0, , *x x n E. Ïðåäåëüíîé òî÷êå X * ñîîòâåòñòâóþò çíà÷å-
íèÿ h x� � �0 0, ,*x x . Îòñþäà è (1) âèäíî, ÷òî

F F x nn( ) ( ) ( ) ( )* *X X E� � � �2 2 21 .

ßñíî, ÷òî ïðè n 	 w èìååì n2 2 1E 	 è ïðåäåë Lim ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä ñ ïåðâîãî ìèêðîóðîâíÿ íà âåùåñòâåí-
íûé óðîâåíü ïðÿìîé ñîâåðøàåòñÿ áåç ñêà÷êà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíûé ïåðåõîä — ñ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ
ïðÿìîé íà åå ïåðâûé ìèêðîóðîâåíü. Ïîëîæèì

X E X X E* *
*

*; ,� � � �

�
� 

�
�x xn n

x

n n
D

1
,

ãäå ïî-ïðåæíåìó õ * � 0 — ÿäðî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Òîãäà

F F xn
n

( ) ( )* *X X E� � �

�
� 

�
� 	2

2

1
0

ïðè n 	 w. Íåïðåðûâíîñòü åñòü.
3. Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû ôóíêöèé, ðàçðûâíûõ ïî òèïó 2 è

íåïðåðûâíûõ ïî òèïó 1. Ïóñòü

F x x( ) ( )h x h x� � � � �2 sign .

Ôóíêöèÿ ðàçðûâíà ïî òèïó 2, òàê êàê ïðè | |DX Ev � ïðèðàùåíèå àð-
ãóìåíòà X — ýòî ïðèðàùåíèå x. Íåïðåðûâíîñòü òèïà 1 ìåæäó âåùåñò-
âåííûì è ïåðâûì ìåãàóðîâíåì èìååò ìåñòî, à ìåæäó âåùåñòâåííûì
è ïåðâûì ìèêðîóðîâíåì íåïðåðûâíîñòè òèïà 1 íåò.
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Õîðîøî èçâåñòíî, êàêóþ áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è ïðèêëàä-
íûõ íàóêàõ èãðàþò àíàëîãèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ñâîéñòâà
íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîìîäåëèðîâàòü íà îáû÷íîé äåéñò-
âèòåëüíîé ïðÿìîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìîäåëè îñíîâíûõ îïå-
ðàöèé íåàðõèìåäîâà àíàëèçà. Ïîýòîìó âíà÷àëå îáðàòèìñÿ ê òàêèì
ìîäåëÿì, à çàòåì íà èõ îñíîâå ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèè ïðîèçâîä-
íûõ è èíòåãðàëîâ îò íåàðõèìåäîâûõ ôóíêöèé.

§ 23. Îáëàñòü íåîðäèíàðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
êàê ìîäåëü ìíîãîìåðíîé íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé îáëàñòè

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

e jip w � � ,

ãäå j 2 1� — äâîéíàÿ åäèíèöà. Äâîéíàÿ åäèíèöà íåóïîðÿäî÷åíà îò-
íîñèòåëüíî ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìåðíîé íåàðõèìåäîâîé
ïðÿìîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåàðõèìåäîâ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç äîë-
æåí ñòðîèòüñÿ íà îñíîâå ìíîãîìåðíîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû. Ïðîìî-
äåëèðîâàòü òàêóþ ñèñòåìó íà îäíîìåðíîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé
íåâîçìîæíî. Ìîæíî, îäíàêî, íåñêîëüêî îáîáùèòü êîíöåïöèþ äåé-
ñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è ïîëó÷èòü íåîáõîäèìóþ ìíîãîìåðíóþ ÷èñëî-
âóþ îáëàñòü.

Îáðàòèìñÿ ê êîíöåïöèè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ïî Êàíòîðó. Èç-
ìåíèì â ýòîé êîíöåïöèè òîëüêî îäíó ïîçèöèþ — ñíèìåì òðåáîâà-
íèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå ñëóæàò ìàòå-
ðèàëîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Çàìåíèì åãî ìåíåå
æåñòêèì òðåáîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 23.1. Íåîðäèíàðíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì a áóäåì

íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë a an n, �� òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an — îãðàíè÷åíà, à ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòü ( )a an n� � âõîäèò â ñîñòàâ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà 0âåù .
Îáîçíà÷åíèå ñëåäóþùåå:

a � � �
	� 	�
lim lim
n

n
n

na a . (1)

×èñëà (1) áóäåì íàçûâàòü òàêæå êîíå÷íûìè èëè îãðàíè÷åííûìè
÷èñëàìè, an áóäåì ñ÷èòàòü ïðèáëèæåíèåì a, à a — ïðåäåëîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè an. Îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè an è ÷èñëà 0âåù ñî-
õðàíÿþòñÿ ïðåæíèìè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an — îãðàíè÷åíà, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íàòóðàëüíîå M òàêîå, ÷òî | |a Mn � äëÿ ëþáîãî n; ÷èñëî
0âåù — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî e � 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N( )e òàêîå,
÷òî | |an � e ïðè n N� .

Òåïåðü íåîáõîäèìî îñòàíîâèòüñÿ íà êîððåêòíîñòè îáîçíà÷åíèÿ
(1), òàê êàê ñèìâîë lim óæå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë. Êîððåêòíîñòü î÷åâèäíà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }àn

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî liman ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì â ñìûñëå (1). Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }àn íå ôóíäàìåí-
òàëüíà, òî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà liman íå ñóùåñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê
÷èñëî â ñìûñëå (1) ñóùåñòâóåò òàêæå è â ýòîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà lim

n

n

	�
�( )1 íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî â ñìûñëå (1) ÷èñ-

ëî lim
n

n

	�
�( )1 ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{( ) }; ( ) ; ( ) ; ...� � ��
�
�

 
!
"

� ��
�
�

 
!
"

�
1 1 1

1 1
10

n n n

n

n

n
.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè (1) îïðåäåëèì ÷åðåç èõ
ïðèáëèæåíèÿ:

lim lim lim( ) lim lim lim

lim

li

a b a b a b a bn n n n n n n n

na

� � � � �, ,

m
lim

b

a

bn

n

n
nb� �, .0

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ìîäóëü è öåëóþ ÷àñòü

| | , [ ]lim lim | | lim lim[ ]a a a an n n n� � .

Îïðåäåëåíèå 23.2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà

a � liman, b � limbn

íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè a b b a� �( ), åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà
N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

a bn n� .

Åñëè a b� è a b� , òî ïðèìåì, ÷òî a b(b a)� � .
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Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå îòíîøåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà
êîíêðåòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû.

Ñîïîñòàâèì òåïåðü ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è íåîðäèíàð-
íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç îáëàñòè (1).

10. Â îáëàñòè (1) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Äàííûå îïåðàöèè à) êîììóòàòèâíû; á) àññîöèàòèâíû; â) äèñòðèáó-
òèâíû.

20. Îáëàñòè (1) ïðèíàäëåæàò ÷èñëà 0âåù âåù âåù, ,� n r . Ðîëü íóëÿ è
åäèíèöû èãðàþò ÷èñëà 0âåù è 1âåù . Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷èñåë (1) è âõîäÿò â ÷èñëîâóþ îáëàñòü (1) êàê ñî-
ñòàâíàÿ ÷àñòü.

30. Îïðåäåëåíû îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ. Îïåðàöèÿ äåëå-
íèÿ îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ÷èñåë.

40. Ñðåäè ÷èñåë (1) îòñóòñòâóþò ìíèìàÿ è äóàëüíàÿ åäèíèöû, ò.å.
÷èñëà i è J òàêèå, ÷òî i2 1� � è J 2 0� ïðè J � 0.

50. Îáëàñòü ÷èñåë (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé.
60. Ñðåäè ÷èñåë (1) åñòü äåëèòåëè íóëÿ. Ñðåäè ÷èñåë (1) åñòü íåîã-

ðàíè÷åííîå ÷èñëî äâîéíûõ åäèíèö. Ýòî ÷èñëà, ïðèáëèæåíèÿ êîòî-
ðûõ ðàâíû +1 è –1 ñ ïðîèçâîëüíûì èõ ÷åðåäîâàíèåì.

70. Ñðåäè ÷èñåë (1) îòñóòñòâóþò àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå
÷èñëà.

Ïðîùå ãîâîðÿ, åñëè îòíîñèòåëüíî ÷èñëà a îáëàñòè (1) èçâåñòíî,
÷òî | |a e� äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî e � 0, òî a � 0âåù . Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ÷èñåë (1) óäîâëåòâîðÿåò Ïåðâîé àêñèîìå ðàç-
ðåøåíèÿ:

åñëè îòíîñèòåëüíî äâóõ íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë aè
b èçâåñòíî, ÷òî

| |a b e� �

äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî e � 0, òî ÷èñëà a è b ìåæäó ñîáîé íå ðàç-
ëè÷àþòñÿ, ò.å. a b� èëè a b� � 0âåù .

Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ äàþò îñíîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî-
âóþ ñèñòåìó (1) îòíåñòè ê àðõèìåäîâîé ñèñòåìå, õîòÿ îíà óïîðÿäî÷å-
íà òîëüêî ÷àñòè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü (1) èìååò ðÿä îáùèõ ÷åðò ñ îáëàñòüþ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñòü è îòëè÷èÿ. Ãëàâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñèñòåìà îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷èñëà — ýòî çàóðÿäíûå (èëè îð-
äèíàðíûå) ÷èñëà, ò.å. ÷èñëà, ñòîÿùèå â ðÿäó ïîäîáíûõ èì. ×èñëà æå
(1) íåóïîðÿäî÷åíû, ò.å. â îáùåì ñëó÷àå îíè ÿâëÿþòñÿ «èç ðÿäà âîí
âûõîäÿùèìè», íåîðäèíàðíûìè. Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà äàëà îñíîâà-
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íèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà (1) áûëè íàçâàíû íåîðäèíàðíûìè âåùåñò-
âåííûìè ÷èñëàìè.

Ñëîâîì «âåùåñòâåííûå» ìû ïîä÷åðêèâàåì òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî äëÿ ÷èñåë (1) òàê æå, êàê è äëÿ îáû÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
èìååò ìåñòî Ïåðâàÿ àêñèîìà ðàçðåøåíèÿ. Ôèãóðàëüíî âûðàæàÿñü,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàñòîëüêî êðóïíîå
ñêîïëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ýòî ñêîï-
ëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå.

Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óäîáíî ââåñòè «áîëåå
êðóïíûå» îáúåêòû, ÷åì òå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
òèïà lim âåù

n
n na a

	�
� � �( ) 0 . Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü òàêèì îáðàçîì.

Âîçüìåì ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò
÷èñëî 0âåù . Èñêëþ÷èì èç íèõ òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ
âñòðå÷àåòñÿ íóëü. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì îáðàòíûõ
âåëè÷èí. Èõ ñîâîêóïíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç � è áóäåì íàçûâàòü áåñ-
êîíå÷íîñòüþ â îáëàñòè íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îòìå-
òèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � ïðèíàäëåæèò ñîâî-
êóïíîñòü ��è ñîâîêóïíîñòü �� (îíè ââîäèëèñü â îáëàñòè âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë). Î êàæäîé èç íèõ ìîæíî ãîâîðèòü êàê îá îäíîì èç ïóòåé,
âåäóùèõ â òî÷êó �.

Ïîéäåì äàëüøå. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äåëèòåëÿì íóëÿ. Ïóñòü a—
îäèí èç äåëèòåëåé íóëÿ è

a � lim
n

na .

Èç ñîâîêóïíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ÷èñëà
a, èñêëþ÷èì òå, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò íóëü. Âîçüìåì òåïåðü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàòíûå ê óêàçàííûì, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1

àn

�
�
�

 
!
"
, ãäå an � 0. Èõ ñîâîêóïíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç a�1. Âîçüìåì ÷èñ-

ëîb è òî÷íî òàê æå îáðàçóåì ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéb �1.
Îïðåäåëåíèå 23.3. Åñëè a b� � 0âåù è a b� �0 0, , òî îáúåêòû a�1,

b �1 áóäåì íàçûâàòü ÷èñëàìè, îáðàòíûìè äåëèòåëÿì íóëÿ.

Ýòî î÷åíü èíòåðåñíûå îáúåêòû. Îíè èìåþò äâîéñòâåííóþ ïðè-
ðîäó. Íåñòðîãî ìîæíî ñêàçàòü òàê: îäíà èõ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò îáëàñ-
òè êîíå÷íîãî, à äðóãàÿ ÷àñòü — îáëàñòè áåñêîíå÷íîãî.

Íàïðèìåð, ïóñòü a îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
â êîòîðûé âõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 1 1 1 01 2 3, ; ; , , , ; ...; ,r r r r rn n� lim �

íàïðèìåð, rn

n

n n n
� �1 1 1

2 3
, , ,...

( )
.
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Òîãäà â ñîñòàâ îáúåêòà a�1 áóäóò âõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ , }; { , }; { , ( ) },...1 1 1 12 3n n nn� .

Çäåñü íà ïåðâîì ìåñòå óêàçàíû íå÷åòíûå ïðèáëèæåíèÿ, íà âòîðîì —
÷åòíûå. ×èñëà, îáðàòíûå ê äåëèòåëÿì íóëÿ, è áåñêîíå÷íîñòü òàêæå
áóäåì îòíîñèòü ê îáëàñòè íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé. Èìåííî ýòî åå ñâîéñòâî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìîäåëü áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íåàðõèìåäîâîé îáëàñòè
ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êàæäîå èçìåðåíèå â îáëàñòè íåîðäèíàðíûõ
÷èñåë èìååò ñâîé àíàëîã â ñóùåñòâåííîé ÷èñëîâîé îáëàñòè. (Îáðàò-
íîå, êîíå÷íî, íåâåðíî.) Äàííîå ñîîòâåòñòâèå ìîæíî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü íà ïðèìåðå äâîéíîé åäèíèöû. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç àáñîëþòíûõ åäèíèö � 1àáñ è îáîçíà÷èì åå êàê

j àáñ � � �{ , , , , ...}1 1 1 1 .

Åñëè ìû äîïóñòèì, ÷òî â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî «èñïîð-
òèòü» ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, òî ïðèäåì ê ýëåìåíòàðíîìó
÷èñëó

j
n

n
ýë Lim� �

	

�

w
( )1 1. (2)

Äàëüøå äåëàåì åùå îäèí øàã è äîïóñêàåì èçìåíåíèå âñåõ ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íèì ÷èñåë èç ñîñòàâà âåùåñò-
âåííîãî ÷èñëà 0âåù . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåîðäèíàðíîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî

j
n

n
âåù lim� �

	�

�( )1 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê äâîéíîé åäèíèöå è ñîîòâåòñòâóþùèì
äåëèòåëÿì íóëÿ:

j
j j

âåù
2

âåù
âåù âåù

âåù� � �
� �

1 0
1

2

1

2
; .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáúåêòàì àíàëèçà-2. Îáðàçóåì èç ýëåìåí-
òàðíûõ ÷èñåë (2) ñòàöèîíàðíóþ íåñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ðÿäêîâîãî òèïà 2:

j j j j

v

ýë ýë ýë ýë, , ,

, , ... .

� � �

� �1 2 w

Äîïóñòèì òåïåðü èçìåíåíèå ëþáîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñåë èç ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ áûëà ðàíåå
îáîçíà÷åíà êàê 0ñóù . Ïðîùå ãîâîðÿ, îáðàçóåì îáúåêò

j j
v

ñóù ýëlimit�
	�

.
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Â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîñòðîåííûé îáúåêò îïèñûâàåò îäíî
èç èçìåðåíèé äàííîé îáëàñòè. Îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî
èíîå, êàê äâîéíóþ åäèíèöó è ïðèâîäèò ê äåëèòåëÿì íóëÿ:

j
j j

ñóù ñóù
ñóù ñóù

ñóù
2 1

1

2

1

2
0�

�
�

�
�; .

ßñíî, ÷òî âñå ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ëþáîé çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rn. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåò íåîðäèíàðíîå âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî aí.â. , ñ äðóãîé — ÷èñëî íåàðõèìåäîâà àíàëèçà-2:

a s
w

í.â lim limit Lim. ;� �
	� 	� 	n

n
v n

nr r .

Ââåäåì îïåðàòîð ïåðåõîäà

*
�

�
�

�

�
� �

	� 	 	�
limit Lim lim
v n

n
n

nr r
w

.

Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì, â òî âðåìÿ êàê îáðàòíûé îïåðà-
òîð — áåñêîíå÷íîçíà÷íûì — ÷èñëîâàÿ îáëàñòü àíàëèçà-2 ãîðàçäî
áîãà÷å îáëàñòè íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òåì íå ìåíåå
ãëàâíîå ñâîéñòâî — ìíîãîìåðíîñòü îáåèõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì — íà
óêàçàííîé àíàëîãèè ïðîñëåæèâàåòñÿ.

Â äàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñû, êîòîðûå ñâî-
äÿòñÿ ëèáî ê äåëèòåëÿì íóëÿ, ëèáî ê äâîéíûì è îáû÷íûì åäèíèöàì
1âåù èëè 1ñóù . Ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ Ln( ) /� j pw åñòåñòâåííî ïðèâî-
äèò ê ìíèìîé åäèíèöå i. Òàêèì îáðàçîì, ìû íåèçáåæíî ïðèõîäèì ê
ìíîãîìåðíûì ÷èñëîâûì ñèñòåìàì ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë [16,
111–113]. Ïîäîáíûå ÷èñëà èñïîëüçóþòñÿ â ãåîìåòðèè è ôèçèêå (ñì.
[114] è äðóãèå ñòàòüè â æóðíàëå «Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà â ãåîìåò-
ðèè è ôèçèêå»). Â [14, 16] ñ ïîìîùüþ äâîéíûõ ÷èñåë îïèñûâàëèñü
îáúåêòû, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëû íåïðåðûâíûõ
êðèâûõ, èìåþùèõ íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî èçëîìîâ.

Íà áàçå íåîðäèíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî ðàçâèòü ñâîé
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Îñíîâíûå åãî ïîíÿòèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîäåëü íåàðõèìåäîâà àíàëèçà, ïîñòðîåííîãî äëÿ ìíîãîìåðíîé
ñèñòåìû ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.

§ 24. Ìîäåëèðîâàíèå èåðàðõèè
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé

Óðîâíè äîñòóïíîñòè íà îáû÷íîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Íåàðõè-
ìåäîâà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì áîëåå ñëîæíûì, ÷åì âåùåñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ. Ïîýòîìó íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîìîäåëèðîâàòü

151

Ìîäåëèðîâàíèå íåàðõèìåäîâûõ ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ



òîëüêî íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Âûáåðåì îäíî
ñâîéñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì, — ñâîéñòâî ìíîãî-
ìàñøòàáíîñòè. Áîëåå òîãî, âìåñòî ïîëíîé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé
ìû âîçüìåì óïðîùåííûé åå âàðèàíò — ïðÿìóþ ñ êóïþðàìè:

X � � � � � � � �� �
�
�

x x x
xx xv

v

v

vm
mw w

ww w
. . . . . . ,1 0

1 1
1

(1)

ãäå ïî-ïðåæíåìó x x v� �m, ... 1 — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðèìåì,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ v ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðåìåííûõ
õ õ v� �m,... 1 òåì, ÷òî | | ,õ Mv � ãäå Ì — êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è,
êðîìå òîãî, õ v ìîæåò áûòü ëþáûì ñóùåñòâåííûì ÷èñëîì èç óêàçàí-
íîãî äèàïàçîíà. Ïðîùå ãîâîðÿ, | |õ Mv � — ýòî îòðåçîê íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé áåç êóïþð. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîä÷åðêèâàåòñÿ
÷åðòîé â îáîçíà÷åíèè

�
õ v . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëîâàÿ îáëàñòü (1) îáëà-

äàåò èåðàðõèåé ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Åé ïðèíàäëåæèò âåùåñòâåí-
íûé ìàñøòàáíûé óðîâåíü õ 0, ìåãàóðîâíè õ �1w,..., ìèêðîóðîâíè
õ 1E,... .

Ìíîãîìàñøòàáíîñòü ïðåæäå âñåãî àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîíÿòèåì
äîñòóïíîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷åì áóëüøèé íîìåð èìååò ìåãà- èëè
ìèêðîóðîâåíü, òåì áîëåå ñëîæíûå èíñòðóìåíòû íåîáõîäèìû äëÿ èõ
èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ââåäåì è íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé èåðàð-
õèþ óðîâíåé äîñòóïíîñòè. Äàííûå óðîâíè áóäóò ìîäåëèðîâàòü ìàñ-
øòàáíûì óðîâíÿì íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé.

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáû÷íî ÷èñëîâóþ îñü èçîáðà-
æàþò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.1, à. Îäíàêî íè÷òî íå ìåøàåò èçî-
áðàçèòü åå è òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.1, á.

152

Ã ë à â à 6

Ðèñ. 6.1.



Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ïî ýòîé ïðÿìîé (êàê ïî äîðîãå ñ íåðîâ-
íîñòÿìè) ìû ïåðåäâèãàåìñÿ íà êîëåñíîì ýêèïàæå ñ äèàìåòðîì êîëå-
ñà, ðàâíûì d. ßñíî, ÷òî, ðàñïîëàãàÿ òàêèì ñïîñîáîì ïåðåäâèæåíèÿ,
ìû ìîæåì äîñòè÷ü (êîñíóòüñÿ) òîëüêî òî÷åê À Â Ñ, , ... .

Äîñòè÷ü, íàïðèìåð, òî÷êè �À òàêèì ñïîñîáîì óæå íåâîçìîæíî.
Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû â òî÷êå À âçÿòü ýêèïàæ ñ ìåíüøèì äèàìåòðîì
êîëåñà.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå-
êîòîðûå òî÷êè ïðÿìîé îáúåäèíèòü â îäèí óðîâåíü äîñòóïíîñòè (íà-
ïðèìåð, â óðîâåíü äîñòóïíîñòè äëÿ êîëåñà äèàìåòðîì d), äðóãèå òî÷-
êè — â äðóãîé óðîâåíü äîñòóïíîñòè è ò.ä. ßñíî, ÷òî ïîäîáíûõ óðîâ-
íåé ìîæíî ââåñòè ñêîëüêî óãîäíî.

Òåïåðü — ôîðìàëüíîå îïèñàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè À, Â...
ðàñïîëàãàþòñÿ íà îñè ñ øàãîì, ðàâíûì N *. Êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê
áóäåì îáîçíà÷àòü x 0. Äàííûé óðîâåíü äîñòóïíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü áà-
çîâûì (íóëåâûì) è ðàññìàòðèâàòü êàê óðîâåíü, àíàëîãè÷íûé âåùå-
ñòâåííîìó óðîâíþ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Âñå óðîâíè äîñòóïíîñòè
ñ ìåíüøèì èëè áóëüøèì øàãîì ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãàìè ìèêðî- è
ìåãàóðîâíåé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ïóñòü òî÷êè íà îñòàëüíûõ
óðîâíÿõ ðàñïîëîæåíû òàêæå ðàâíîìåðíî è ïåðåõîä ñ îäíîãî óðîâíÿ
íà äðóãîé óïðàâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé N *, ãäå N * — âîçìîæíî, î÷åíü
áîëüøîå, íî êîíå÷íîå è âïîëíå îïðåäåëåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü x � 0, x 0 — êîîðäèíàòà òî÷êè À. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ïåð-

âîãî óðîâíÿ ðàâíû x
x

N
0

1�
*
, ãäå x N1 0 1 2 1� �, , ,..., * ; êîîðäèíàòû

òî÷åê âòîðîãî óðîâíÿ ðàâíû

x
x

N

x

N
0

1 2
2

� �
* *( )

,

ãäå x x0 1, — çàôèêñèðîâàíû, à x N2 0 1 1� �, ... * è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,
âñÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå àðãóìåíòà x äàåòñÿ åãî ðàçëîæåíèåì â
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì N *:

x x N xm
m k

k

x

N

x

N
� � � � � � �� ( ) ... .. . . . .*

* *( )
0

1 . (2)

Â ìîäåëÿõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ åñòü ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îã-
ðàíè÷åííîå ÷èñëî óðîâíåé äîñòóïíîñòè. Ïîýòîìó îáîðâåì çàïèñü (2)
íà çíàêå k:

x x N xm
m k

k

k

k

x

N

x

N

x

N
� � � � � � ��

�
�

( ) ... .. .*
* * *( ) ( )

0
1 1
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.
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Ïåðåìåííûå x xm k� �,... 1 ïðèíèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå
0 1 1, ,... *N � , à ïåðåìåííàÿ x k ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî îò 0 äî N *.
Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîä÷åðêèâàåòñÿ ÷åðòîé â îáîçíà÷åíèè x k .

Â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå m k N� � �0 1 10, , * . Çäåñü âûäåëÿþò-
ñÿ òîëüêî äâà óðîâíÿ äîñòóïíîñòè: áàçîâûé óðîâåíü öåëûõ ÷èñåë è
óðîâåíü äðîáíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèÿ áåç èíäåêñîâ:

x x z x x x z0 1� � � � � �[ ] , { } ,t t, (3)

z, t — öåëàÿ è äðîáíûå ÷àñòè x. ×åðòà â îáîçíà÷åíèè t ïîä÷åðêèâàåò
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé. Åñëè ðå÷ü áóäåò èäòè î äâóõ óðîâíÿõ äîñòóïíîñòè, òî
÷åðòó áóäåì îïóñêàòü: t t� .

Êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä àðãóìåíòà ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâ-
íÿ íà äðóãîé? Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ìîæíî îáîéòèñü áåç ïîñòà-
íîâêè äàííîãî âîïðîñà. Íàì äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî êàæäîìó çíà÷å-
íèþ x èç îáëàñòè (2) ñîîòâåòñòâóåò ñâîå çíà÷åíèå y èç òîé æå îáëàñòè.
À êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îäíîãî çíà÷åíèÿ x ê äðóãîìó — ýòîò
âîïðîñ ñòîèò óæå âíå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îäíàêî åñëè x —
ýòî âðåìÿ, à y — ïðîéäåííûé ïóòü, òî ôóíêöèþ ó f x� ( ) ìû ïðåä-
ñòàâëÿåì ñåáå êàê îïèñàíèå ïðîöåññà, êîòîðûé ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ïî-
ñòåïåííî. Ëþáîå óãëóáëåíèå â ýòó òåìó ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì Çåíî-
íà. Ïîëíîñòüþ îíè íå ðàçðåøåíû äî ñèõ ïîð. Â «ðàáî÷èõ âàðèàíòàõ»
òåîðèé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åñëè ó íàñ åñòü îäíîìåðíûé êîíòèíóóì, òî
ïðîáëåìà íåïðåðûâíîãî äâèæåíèÿ óæå êàê-òî ðåøåíà. Íàïðèìåð,
ïóñòü y x� 2, ãäå y è x — áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòü è âðåìÿ. Òîãäà ïðîé-
äåííûé ïóòü ðàâåí

x dx2
3

0
3

�+
a

a

. (4)

Ðåçóëüòàò íàñ âïîëíå óñòðàèâàåò áåç îáñóæäåíèÿ ïðîáëåìû, êàêèì
æå îáðàçîì óâåëè÷èâàåòñÿ àðãóìåíò, ïðîõîäÿ ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Ãëàâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë íåêîòîðûõ âûðàæåíèé,
êîòîðûå ìû è ïðèíèìàåì çà ðåçóëüòàò (4).

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå òàêæå åñòü êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòî-
ðûõ èìåþò ìåñòî ðåçóëüòàòû âèäà (4). Íàïðèìåð, íèæå áóäåò ïîêàçà-
íî, ÷òî

X X2
3

0
3

d �+
s

s

.

Ïðè÷åì äàííàÿ ôîðìóëà îäèíàêîâî ïðèãîäíà êàê ïðè çíà÷åíèè
âåðõíåãî ïðåäåëà s � , èëè ,w, òàê è ïðè s � 1023, w èëè ww. Â äàí-
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íîì ñëó÷àå íà òåõíèêå èíòåãðèðîâàíèÿ íîìåð ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ
íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ. Ïîýòîìó è âîïðîñ î ïåðåõîäå s ñ îäíîãî ìàñ-
øòàáíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ñòûêàõ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé
(Lim — íåïðåðûâíîñòü, èëè íåïðåðûâíîñòü òèïà 1). Äëÿ Lim-ðàçðûâ-
íûõ ôóíêöèé òàêîé âîçìîæíîñòè óæå íåò, ïîýòîìó âîïðîñ î ïðîöå-
äóðå ïåðåõîäà àðãóìåíòà îò îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ê äðóãîìó
ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì óæå è â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè.

Íàïðèìåð, ïóñòü â (1)

X � ��õ õ1w (5)

è ïåðåìåííàÿ X óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ. Âíà÷àëå îíà ïðîõîäèò âåùå-
ñòâåííûé óðîâåíü íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, ò.å. óðîâåíü õ õ� ( �1 0, X .
Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê, äâèãàÿñü ïîäîáíûì îáðàçîì, ìîæíî ïîïàñòü,
íàïðèìåð, â òî÷êó X � 0 1, w?

Âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íà íîâîì ìàñøòàáíîì óðîâíå äåé-
ñòâóþò è íîâûå çàêîíû, óïðàâëÿþùèå èçìåíåíèåì ïåðåìåííûõ.
Ïîýòîìó ïðîáëåìó ïåðåõîäà ê íîâîìó ìàñøòàáó ìîæíî ñîîòíåñòè ñ
îáùåé ïðîáëåìîé ïåðåõîäà êîëè÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â êà÷åñò-
âåííûå. Åñëè ïîñìîòðåòü íà äàííûé âîïðîñ øèðå, òî ìîæíî âñïîì-
íèòü íåìàëî ïðèìåðîâ, êîãäà ïåðåõîäû ïîäîáíîãî ðîäà ñîâåðøàþò-
ñÿ îáÿçàòåëüíî ñêà÷êîì. Ïî êðàéíåé ìåðå, ïåðåõîä îò X � 1 2 3 4, , , ...
ê X � 0 1, w äîëæåí îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàòü â ñåáå ñêà÷îê äàæå ôîð-
ìàëüíî. Èìååòñÿ â âèäó òî, ÷òî ïåðåõîä îò çíà÷åíèé õ � 1 2 3, , ... , ñêà-
æåì, ê çíà÷åíèþ õ � 1023 òàêæå ñîäåðæèò ñêà÷îê, õîòÿ òàêîé ïåðå-
õîä è ìîæíî ñîâåðøàòü, äâèãàÿñü ïî øàãàì, ò.å. ôîðìàëüíî — áåç
ñêà÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð â ñëó÷àå (5), ïî âåùåñòâåííîìó
ìàñøòàáíîìó óðîâíþ ìû ìîæåì äâèãàòüñÿ òîëüêî äî íåêîòîðîé
òî÷êè õ L� . Çàòåì ñêà÷êîì ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå â íåêîòîðóþ
òî÷êó ìåãàóðîâíÿ.

Â ìîäåëè, êîòîðóþ ìû ñòðîèì íà îáû÷íîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿ-
ìîé, äàííûé ïåðåõîä (ñêà÷îê) ìîæíî îïèñàòü òàêèì îáðàçîì. Ïðè-
ìåì, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè 0 1� � �t Q . Â ÷àñòíîñòè,
â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè èìååì 0 1� � �õ Q . Ïåðåõîä æå ôóíê-
öèè îò òî÷êè x � Q ê òî÷êå x � 1 äîëæåí îïèñûâàòüñÿ îòäåëüíîé
ïðîöåäóðîé. Òî÷êó ïåðåõîäà (ñêà÷êà) ê íîâîìó óðîâíþ åñòåñòâåííî
íàçâàòü òî÷êîé ãîðèçîíòà. Ïîëîæèì Q � 0 9, . Òîãäà ïðîöåññ óâåëè÷å-
íèÿ àðãóìåíòà x ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òàê. Ïðè ñòàðòå îò õ � 0
âíà÷àëå àðãóìåíò óâåëè÷èâàåòñÿ äî õ � 0 9, . Ïðè äîñòèæåíèè õ � 0 9,
àðãóìåíò ñêà÷êîì ïåðåõîäèò ê çíà÷åíèþ õ � 1. Äàëåå îïÿòü èäåò
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«ïîñòåïåííîå» óâåëè÷åíèå x äî õ � 1 9, è ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ê òî÷êå
õ � 2 è ò.ä.

Ðàññìîòðèì òåïåðü «ïîñòåïåííîå» èçìåíåíèå ïåðåìåííîé íà
ó÷àñòêå 0 0 9� �õ , . Ââåäåì íà ýòîì ó÷àñòêå ðàññòîÿíèå äî ñâîåé òî÷êè
ãîðèçîíòà. Ïóñòü ïðè ñòàðòå îò õ � 0 àðãóìåíò óâåëè÷èâàåòñÿ «ïîñòå-
ïåííî» äî õ � 0 09, . Çàòåì õ ñêà÷êîì ïåðåõîäèò ê çíà÷åíèþ õ � 0 1, .
Ïîñëå ýòîãî îò 0,1 äî 0,19 èäåò «ïîñòåïåííûé» ðîñò è îïÿòü êà÷åñò-
âåííûé ñêà÷îê â òî÷êó õ � 0 2, è ò.ä. ßñíî, ÷òî «âãëóáü» ïîäîáíóþ
ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäîëæèòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷èì íåêîòîðûé ôðàêòàë òîãî æå òèïà, ÷òî è ïûëü Êàíòîðà [115].

Ïðè Q � 1 3/ ôðàêòàë ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì. Èñõîäíûé èí-
òåðâàë äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè è âûáðàñûâàåòñÿ íå ñðåäíèé èíòåðâàë,
êàê ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Êàíòîðà, à ïðàâûé. Êàæäûé èç îñ-
òàâøèõñÿ èíòåðâàëîâ äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü îòáðàñûâà-
åòñÿ ñíîâà è ò.ä. Äâèæåíèå òî÷êè âäîëü ïîëó÷åííîãî ôðàêòàëà ñî-
ñòîèò òîëüêî èç ñêà÷êîâ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ. Ýòî è áóäåò ìîäå-
ëüþ äâèæåíèÿ òî÷êè âäîëü áåñêîíå÷íîìàñøòàáíîé íåàðõèìåäîâîé
ïðÿìîé.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ íåò íåîáõîäèìîñòè óãëóáëÿòüñÿ â ìèêðî-
óðîâíè ñ íåîãðàíè÷åííûìè íîìåðàìè. Äîñòàòî÷íî áóäåò îãðàíè-
÷èòüñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì íîìåðîì. Äëÿ ìîäåëè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìû îñòàíàâëèâàåì ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ôðàêòàëà íà Ì-ì øàãå. Òå-
ïåðü ó íàñ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ñîâîêóïíîñòè íåïðåðûâíûõ èíòåðâà-
ëîâ äëèíîé ( , )0 9 Ì . Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îäíîãî èíòåðâàëà ïðîèñõîäèò
ñêà÷îê òîãî èëè èíîãî ìàñøòàáà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîïàäàåì â íà÷àëî
ñëåäóþùåãî èíòåðâàëà è ò.ä. Âîïðîñ î ìåõàíèçìå äâèæåíèÿ âäîëü
èíòåðâàëà óæå íå ñòàâèòñÿ. Çàäàåòñÿ òîëüêî íåêîòîðûé çàêîí äâèæå-
íèÿ âäîëü êàæäîãî èíòåðâàëà. Òî÷íî òàê æå çàäàþòñÿ ñâîè çàêîíû
äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ðàçðûâîâ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ. Ïðèìåíåíèå äàí-
íîé ìîäåëè ðàññìîòðåíî â § 39.

§ 25. Ìîäåëèðîâàíèå íåàðõèìåäîâûõ ôóíêöèé

Ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèé. Âíà÷àëå îáñóäèì äàííûé âîïðîñ íå-
ôîðìàëüíî. Ïóñòü ôóíêöèÿ U � F( )X çàäàíà â ÷èñëîâîé îáëàñòè (1)
§ 24. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå F êàê íåêîòîðîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå
ïåðåðàáàòûâàåò çíà÷åíèå X â çíà÷åíèå U. Åñòü óñòðîéñòâà, êîòîðûå
âîñïðèíèìàþò àðãóìåíò X êàê åäèíîå öåëîå è ïîñëå îïðåäåëåííûõ
îïåðàöèé ñ íèì ïðåîáðàçóþò åãî â çíà÷åíèå U. Íàïðèìåð,

U U� �X sinX2; .
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Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óñòðîéñòâî F «ðàñùåïëÿåò» àðãóìåíò X íà îòäåëü-
íûå ñîñòàâëÿþùèå è êàæäóþ èç íèõ îáðàáàòûâàåò ïî ñâîèì çàêîíàì.
Íàïðèìåð,

F õ õ õ f õ x õ

õ õ

(... ...) ( , , )

( )

� , � � � � , �

� , �
� �1 0 1 1 0 1

1
2

1

w w

sinx õ0 1
3� �( ) .w

(1)

Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ïîïûòàåìñÿ ïðîìîäåëèðîâàòü íà îáû÷íûõ ôóíê-
öèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Åñòü îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ
ôóíêöèé, âêëþ÷àÿ îïðåäåëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, áóäóò ìîäåëèðîâàòü
àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè äëÿ íåàðõèìåäîâûõ ôóíêöèé. Òîãäà ïîëó÷åí-
íûå íèæå ôîðìóëû ìîæíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé ìàòåðè-
àë äëÿ îáîáùåíèé íà íåàðõèìåäîâó ÷èñëîâóþ îáëàñòü. Ãëàâíûì çäåñü
ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû áóäóò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê îáû÷íûå ôîðìóëû êëàññè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, òîëüêî çàïèñàííûå â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì âèäå. Òàêàÿ èñõîä-
íàÿ ïîñûëêà, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, äàåò äîïîëíèòåëüíîå îáîñíîâàíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòðîåíèé â íåàðõèìåäîâîé îáëàñòè.

Ïóñòü òåïåðü y F x� ( ) — äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îáû÷íîãî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî x. Äëÿ íàøèõ öåëåé íåîáõîäèìî íàéòè òà-
êîé ñïîñîá «ðàñùåïëåíèÿ» àðãóìåíòà x, êîòîðûé áûë áû ïîõîæ íà
ðàñùåïëåíèå àðãóìåíòà â ôîðìóëå (1).

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî óðîâíÿìè äîñòóïíîñòè, ðàññìîòðåííû-
ìè â § 24. Â ñëó÷àå äâóõ óðîâíåé èìååì ïðåäñòàâëåíèå (3) § 24. Ïóñòü
x � 0. Ïåðåìåííàÿ z â (3) § 24 íå îãðàíè÷åíà, íî ìîæåò ïðèíèìàòü
òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííàÿ t îãðàíè÷åíà, íî ìîæåò
ìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî, ò.å.

z � � �0 1 2 3 0 1, , , ,...; t .
Òàêèì îáðàçîì,

y F x F z f z� � � �( ) ( ) ( , )t t . (2)
Íàïðèìåð,

F x f z z x( ) ( , ) ( ) ,� � � �t t 2 2 (3)
èëè

F x f z z( ) ( , )� � �t t3 2. (4)

Â ïåðâîì ñëó÷àå àðãóìåíò «âîñïðèíèìàåòñÿ» ôóíêöèåé êàê åäèíîå
öåëîå, âî âòîðîì — ðàñùåïëÿåòñÿ íà îòäåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå.

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ñ îäíîãî óðîâíÿ ïðÿìîé íà äðóãîé åå óðîâåíü.
Êàê îòìå÷àëîñü, ôóíêöèÿ f z( , )t îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè öåëûõ z.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå çíà÷åíèÿ z. Íàïðè-
ìåð, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, êîòîðîå
èìååò ñìûñë íå òîëüêî äëÿ öåëûõ z, òî åå ïðîäîëæåíèå ìîæíî îïðå-
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äåëÿòü òåì æå àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî z ôóíêöèÿ f z( , )t ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â îáëàñòü çíà-
÷åíèé t t� �0 1, .

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìû ðàñïîëàãàåì ôóíêöèåé äâóõ ïåðå-
ìåííûõ, îïðåäåëåííîé íà ïëîñêîñòè 0zt. Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèÿ
èìååò âñå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå íàì ïîòðåáóþòñÿ â
äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñâÿçü (2). Â îáùåì ñëó÷àå äàæå äëÿ ãëàä-
êîé ôóíêöèè f z( , )t ôóíêöèÿ F x( ) ïðè öåëûõ x áóäåò ðàçðûâíîé. Ðàç-
ðûâ ðàâåí

[ ( )] ( ) ( ) ( , ) ( , ),F x F x F x f z f z� � � � � � �0 0 1 0 1

ãäå x z� — öåëîå (ðèñ. 6.2).
Ïðîâåäåì òåïåðü íà ïëîñêîñòè ( , )z t ïðÿìóþ

t � � � �z x x0 0, const.

Âñå òî÷êè ýòîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå íà îñè
Îõ — òî÷êå õ õ� 0. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì áåñêî-
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íå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé f z z x( , )� � 0 , êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê
òî÷êå x x� 0. Òîëüêî îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé ïðè z x� [ ]0 ðàâíî çíà-
÷åíèþ ñàìîé ôóíêöèè F â òî÷êå x 0, îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû çíà-
÷åíèÿì ðàçëè÷íûõ ïðîäîëæåíèé F x( ). Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ áóëü-
øåå çíà÷åíèå áóäåò èìåòü ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè F x( ), ðàâíîå f z( , )0 .
Ôàêòè÷åñêè ýòî åñòü ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ñ ìàêðîóðîâíÿ íà ìèê-
ðîóðîâíè. Åñëè íàñ íå èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ F x( ) ïðè äðîáíîì õ èëè
ýòè çíà÷åíèÿ íàì íåäîñòóïíû, òî f z( , )0 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäå-
íèè F x( ) â öåëîì. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ñ ìèêðîóðîâíÿ íà ìàêðî-
óðîâåíü èìååò ñîâñåì äðóãîé ñìûñë. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f( , )0 t ïðè
0 1� �t õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå F x( ) â òî÷êå x � 0. Ïðè
óâåëè÷åíèè t òà æå ôóíêöèÿ f( , )0 t äàåò ýêñòðàïîëÿöèþ ëîêàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ íà ìàêðîóðîâåíü.

Èòàê, ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé F x( ) â òî÷êó
x x� 0 îïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè f z z x( , )� � 0 . Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f z z x F x( , ) ( )� � �0 0 , (5)

òî ìîæíî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîäîëæå-
íèÿ ôóíêöèè â òî÷êå õ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè íå áó-
äåò è ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçðûâ. Çäåñü âîçìîæíî ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî
ñàìûõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ. Â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå íåïðåðûâ-
íîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî âî âñåõ òî÷êàõ è äëÿ ëþáûõ ïðîäîëæåíèé.
Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâîì è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
íåïðåðûâíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

-

-

-

-
�f z f z

z

( , ) ( , )t

t

t
. (6)

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f z( , )t ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè îäíîé ïå-
ðåìåííîé:

F x F z f z f z( ) ( ) ( , ) ( )� � � � �t t t .

Çäåñü óìåñòíî âåðíóòüñÿ ê ðàññóæäåíèÿì î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
F x( ) ìîæåò âîñïðèíèìàòü ñâîé àðãóìåíò ëèáî «öåëèêîì», ëèáî ðàñ-
ùåïëÿòü åãî íà îòäåëüíûå ÷àñòè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äàííîå ñâîéñò-
âî çàâèñèò îò ñïèñêà îïåðàöèé, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ äëÿ ôóíêöèè
F. Åñëè â îïåðàöèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ x è F x( ), ìû äîïóñòèì ïðåäåëü-
íûå ïåðåõîäû, òî ãðàíü ìåæäó ôóíêöèÿìè òèïà (3) è (4) ñòèðàåòñÿ.
Íàïðèìåð,

lim cos
äëÿ öåëîãî

äëÿ äðîáíîãîn

n x
õ

õ	�
�
�
�
�

2 1

0
p

,

.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññóæäåíèÿ ï. 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê
íàâîäÿùèå. Ïðè ñòðîãèõ ôîðìóëèðîâêàõ ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî óñëîâèÿ òèïà (5), (6).

§ 26. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèçâîäíûõ
è íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Èòàê, â êà÷åñòâå èñõîäíîé íàì çàäàíà ôóíêöèÿ y F x� ( ). Â òè-
ïè÷íîì ñëó÷àå äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàçðûâíîé â öåëî÷èñëåííûõ
òî÷êàõ x è ãëàäêîé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Â ïðèíöèïå, äëÿ åå èññëå-
äîâàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà, â
òîì ÷èñëå è ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ. Îäíàêî â íàøåé ìî-
äåëè ìû ó÷èòûâàåì íåêîòîðûå íîâûå îáñòîÿòåëüñòâà, â ÷àñòíîñòè
óðîâíè äîñòóïíîñòè òî÷åê íà ïðÿìîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàñøòàá íàøåãî íåïîñðåäñòâåííîãî âîñïðè-
ÿòèÿ ãîðàçäî áîëüøå åäèíèöû ìàñøòàáà, âûáðàííîãî íà îñè Ox. Íà-
ïðèìåð, åäèíèöå ìàñøòàáà íà îñè Ox ñîîòâåòñòâóåò 10 33� ñì. Â ýòîé
ñèòóàöèè ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðîáåãàåò òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷å-
íèÿ 0 1 2 3, , , , ... , âîñïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïóñòü, íàïðèìåð,

f z z( , )t t� � �2 510 sin .

ßñíî, ÷òî, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó íàáëþäàåìîìó öåëîìó çíà÷å-
íèþ x z� åãî êâàäðàò, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãðàôèê ôóíê-
öèè — ýòî êâàäðàòíàÿ ïàðàáîëà. Î òîì, ÷òî åñòü êàêèå-òî ïðîìåæó-
òî÷íûå òî÷êè t � 0, ìû âîîáùå ìîæåì íå çíàòü. Òàê æå, êàê ìîæåì
íå çíàòü î ñàìîé âåëè÷èíå ìàñøòàáà, ò.å. î âåëè÷èíå 10 33� ñì. Ïîýòî-
ìó ïðè èçîáðàæåíèè ïàðàáîëû ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ, êîòîðîé îòâå÷àåò ñâîÿ ïðîèç-
âîäíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äîñòóïíû òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ àðãóìåíòà, òî ãîâîðèòü îá îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ñìûñ-
ëà íåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ìîæíî áó-
äåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ îã-
ðàíè÷åíèé. Êëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ — ýòî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè,
îòíåñåííîå ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèðàùåíèå
àðãóìåíòà íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàåòñÿ. Èäåè äàííîãî ðàçäåëà ñâî-
äÿòñÿ ê ñëåäóþùèì:

à) åñëè îòíîøåíèå ïðèðàùåíèé íåëüçÿ ïîäñ÷èòàòü äëÿ ñàìîé
ôóíêöèè, òî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü åãî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîäîëæåíèé
ôóíêöèè è çàòåì ïåðåéòè ê ïðîèçâîäíûì;
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á) åñëè îáîçíà÷åíà ãðàíèöà óìåíüøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà,
òî ìîæíî ââåñòè òàêèå îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðûõ äàííàÿ ãðàíèöà ó÷è-
òûâàëàñü áû ÿâíî.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ.
1. Ïóñòü íàì äîñòóïíû çíà÷åíèÿ F x( ) òîëüêî ïðè öåëûõ

x i N� 0 1; ;... ,... . Ïåðâîå, ÷òî çäåñü ìîæíî ñäåëàòü, — ýòî âçÿòü â êà-
÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè îòíîøåíèå D Dy x/ ïðè Dx � 1.
Ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ïîýòîìó
äëÿ âûáîðà çíà÷åíèé F i( ) åñòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû.

2. Íè÷òî íå ìåøàåò ââåñòè â àïïàðàò îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå:

-

-

-

-

f z

z

f z

z

( , ) ( , )
,

0 1
.

Ëþáîìó ôèêñèðîâàííîìó öåëîìó z ïðîèçâîäíîé

-

-

f z( , )t

t

îòâå÷àåò ïðîèçâîäíàÿ ñàìîé ôóíêöèè F x( ), åñëè 0 1� �t , è ïðîèç-
âîäíàÿ îò ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, åñëè t � 0 èëè t � 1. Ôóíêöèþ f ïî
îòíîøåíèþ ê ñâîèì ïðîèçâîäíûì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñîîòâåòñò-
âóþùèì íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì.

3. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ïðîèçâîä-
íûå âèäà

-

-

-

-

-

- -

f z

z

f z f z

z

( , ) ( , ) ( , )
, , ,...

t t

t

t

t

2

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíòåãðàëû. Çäåñü ïåðåìåííàÿ z óæå ìîæåò
áûòü è íå öåëûì ÷èñëîì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ëþáîå ÷èñ-
ëî óðîâíåé äîñòóïíîñòè íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.

§ 27. Ìîäåëèðîâàíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó

y F x f z z x x x z� � � � � �( ) ( , ), [ ], { },t t t.

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà îñè Ox. Îñü Ox — îáû÷íàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ïðÿìàÿ, íî ìû åå èçîáðàæàåì òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.1, á. Ðèñó-
íîê èëëþñòðèðóåò ðàçíûå óðîâíè äîñòóïíîñòè òî÷åê îñè.

Ôóíêöèÿ f z( , )t ïðåäïîëàãàëàñü ãëàäêîé ïî îáîèì ñâîèì àðãó-
ìåíòàì. Ñëåäîâàòåëüíî, F x( ) ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé òîëüêî ïðè öå-
ëûõ x, ïðè÷åì ðàçðûâû áóäóò òîëüêî ïåðâîãî ðîäà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
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F x( ) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó è èíòåãðàë îò íåå îïðåäåëÿ-
åòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

F( ) ( ) ([ ], { })x F x dx f x x dx
x x

� + � +
0 0

. (1)

Îäíàêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåàðõèìåäîâà ñëó÷àÿ òàêàÿ ôîðìà çàïè-
ñè íè÷åãî íå äàåò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìû äîëæíû ó÷åñòü íàëè-
÷èå ðàçëè÷íûõ óðîâíåé äîñòóïíîñòè íà îñè. Ïðè çàïèñè (1) ìû ïðåä-
ïîëàãàëè, ÷òî íàì èçâåñòåí êàê ñàì ìàñøòàá óðîâíÿ { }x , òàê è ïîâåäå-
íèå ôóíêöèè íà ýòîì óðîâíå. Íèæå ðàññìîòðèì îñòàëüíûå
âîçìîæíîñòè.

Êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàñøòàá íàøåãî íåïîñðåäñò-
âåííîãî âîñïðèÿòèÿ ìíîãî áîëüøå åäèíèöû. Òî÷íåå, åñëè íà îñè Ox
îñòàâèòü òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ x, òî îñü ïî-ïðåæíåìó áóäåò íàìè
âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ñïëîøíàÿ ëèíèÿ. Åñòü ñìûñë ðàññìîòðåòü ñëå-
äóþùèå âàðèàíòû.

Ïóñòü ìû ðàñïîëàãàåì çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïðè öåëûõ x z� è
10. Íè÷åãî íå ïîäîçðåâàåì î ñóùåñòâîâàíèè ìàñøòàáà { }x è î

âîçìîæíîñòè èíûõ çàêîíîâ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè íà ýòîì ìàñøòàáå.
20. Íå èçâåñòíà âåëè÷èíà ìàñøòàáà { }x , íî èçâåñòíî ïîâåäåíèå

ôóíêöèè ïðè äðîáíûõ x.
30. Èçâåñòåí ñàì ìàñøòàá { }x , íî íå èçâåñòíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè

ïðè äðîáíîì x.
40. Èçâåñòåí ñàì ìàñøòàá { }x è ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ýòîì ìàñ-

øòàáå.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ôóíêöèþ

f z z( , )t t� � �2 510 sin . (2)

Âàðèàíò 10. Ãðàôèê ôóíêöèè (2) âîñïðèíèìàåòñÿ êàê êâàäðàòíàÿ
ïàðàáîëà

f z z( , )0 2� . (3)

Òàê êàê î ìàñøòàáå { }x � tíè÷åãî íå èçâåñòíî, òî ïðèíèìàåì, ÷òî ðà-
âåíñòâî (3) âåðíî ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïðèðàùåíèè z. Îò-
ñþäà äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì ôîðìóëó

J f z dz
zz

1
0

3

0
3

� + �( , ) .

Âàðèàíò 20. Çäåñü ìû íå çíàåì âåëè÷èíû ìàñøòàáà { }x . Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ìû íå çíàåì äî êàêèõ ïîð ìîæíî óìåíüøàòü Dz â ôîðìóëå
(3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî ïîìèìî çàâèñèìîñòè (3) åñòü
çàâèñèìîñòü (2). Ïîýòîìó íàì íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êàê ïðèíÿòü ñëå-
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äóþùåå: â êàæäîé òî÷êå z åñòü åùå îäíî èçìåðåíèå t «âãëóáü». Âäîëü
ýòîãî èçìåðåíèÿ äåéñòâóåò ñâîé çàêîí èçìåíåíèÿ f . Íàïðèìåð, åñëè
f — ýòî ðàñïðåäåëåííàÿ ìàññà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îêîëî êàæäîé
òî÷êè z âäîëü èçìåðåíèÿ t ðàñïðåäåëåíà äîïîëíèòåëüíàÿ, ñêðûòàÿ
ìàññà. Â òàêîé ïîñòàíîâêå äëÿ îöåíêè îáùåé ìàññû ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ïîâòîðíûé èíòåãðàë

J dz f z d
z

2
0 0

� + +
t

t t( , ) .

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðèâëå÷ü òàêæå êðèâîëèíåéíûå
èíòåãðàëû îáîèõ òèïîâ:

f z s s z ds
s

s

( ( ), ( )) ( ) ( )t t
1

2
2 2+ � � � ,

f z d f z dz f z d f z dz
AB AB AB

( , ) ; ( , ) , ( , ) ( , )t t t t t t+ + + � .

Çäåñü t( ), ( )s z s s s s1 2� � — ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé AB â ïëîñêîñòè
Ozt. Âîïðîñ î ïðèìåíåíèè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ðàññìîòðèì íèæå.

Âàðèàíò 30. Êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ïîâåäåíèå
ôóíêöèè ïðè t � 0, ò.å. èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f z( , )0 . Ïóñòü èçâåñòåí òàê-
æå ôàêò íàëè÷èÿ ìàñøòàáà { }x . Äëÿ ïðèìåðà (3) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ
ãðàôèê ôóíêöèè è âîñïðèíèìàåòñÿ êàê êâàäðàòíàÿ ïàðàáîëà, íî òåì
íå ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî çàêîí (3) èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî
øàãà ïî z, ðàâíîãî 1. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå èíòåãðàëà ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ñóììó ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó çíà÷åíèé àðãóìåíòà z:

J f i
i

i z

3
0

0�
�

�

' ( , ).

Âàðèàíò 40. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû è âåëè÷èíà ìàñøòàáà
{ }x , è ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ýòîì ìàñøòàáå. Êëàññè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ èíòåãðàëà äàåòñÿ ôîðìóëîé (1). Çäåñü æå ìû ðàññìîòðèì ýê-
âèâàëåíòíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà, êîòîðûé ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ ìîäåëü íåàðõèìåäîâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè èíòåãðàë îò F x( ) ïî èíòåðâàëó [ , ]0 0õ . Çíà-
÷åíèå èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó [ , ]a b îáîçíà÷èì êàêG( , )a b . Ïóñòü z 0 è
t0 — öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè x x z0 0 0 0: � � t . Íà ïðÿìîé Ox âûäåëèì
äâà óðîâíÿ äîñòóïíîñòè. Ðàçîáüåì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñóá-
èíòåðâàëû

[ , ], [ , ],...[ , ]; [ , ]0 1 1 2 10 0 0 0 0z z z z� � t . (4)
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Òåïåðü çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ñâåëàñü ê ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷: 1) âû-
÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ïî êàæäîìó èç ñóáèíòåðâàëîâ è 2) ñóììèðîâà-
íèþ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü õ � Q — òî÷êà ãîðèçîíòà íà èíòåðâàëå [0, 1]
( , ,Q � 0 9 íàïðèìåð). Èíòåãðàë îò íóëÿ äî õ � 0 9, âû÷èñëÿåòñÿ îáû÷-
íûì îáðàçîì. Â çîíå ïåðåõîäà [ , ; ]0 9 1 ìîãóò èìåòü ìåñòî îñîáûå óñëî-
âèÿ, êîòîðûå äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ïîäñ÷åòå èíòåãðàëà. Íåîáõî-
äèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðå÷åíü òàêèõ óñëîâèé çàäàí è äîñòàòî÷åí
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû G( , ; )0 9 1 . Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò è íà
äðóãèõ ñóáèíòåðâàëàõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðà-
ëû ïî èíòåðâàëàì [ , ]z z � 1 âû÷èñëåíû è ðàâíû

f z d G z z( , ) ( , )t t � � �+ Q
Q

1
0

.

Äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà èç ñïèñêà (4) èìååì: f z d( , )0

0

0

t t
t

+ , åñëè

t0 � Q. Åñëè t0 � Q, òî ê óêàçàííîìó èíòåãðàëó äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàå-
ìîå G z z( , )0 0 0� �Q t .

Çàäà÷à 2. Ñóììèðîâàíèå ïî èíòåðâàëàì (4) ðàâíîñèëüíî ðåøå-
íèþ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

G z G z f z d G z z( , ) ( , ) ( , ) ( , )0 1 0 1
0

� � � � � �+ t t Q
Q

.

Ïðàâàÿ ÷àñòü è íà÷àëüíîå óñëîâèåG( , )0 0 0� èçâåñòíû. Åñëè â çîíå ïå-
ðåõîäà îñîáûõ óñëîâèé íå ñòàâèòñÿ, ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî âèäà

G z z f z d( , ) ( , ) ,� � � +Q
Q

1
1

t t

òî îïèñàííûé âûøå èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà. Ïîä-
ðîáíåå ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [18]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà äîñòàòî÷íî íàéòè èíòåãðàëû ïî ñóáèí-
òåðâàëàì è ïðîñóììèðîâàòü èõ ïóòåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Èìåííî â òàêîé ôîðìå ïðîöåäóðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà íåàðõèìåäîâ ñëó÷àé.

Ïðè ïîñòðîåíèè íåàðõèìåäîâûõ èíòåãðàëîâ ìîæíî áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòü åùå îäíî èñòîëêîâàíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ìû õîòåëè áû
«ðàñùåïèòü» îäíîìåðíóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x íà äâà èçìå-
ðåíèÿ z è t, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó ìàñøòàáó àðãó-
ìåíòà õ. Òîãäà èíòåãðàë Ðèìàíà ïî õ z� � t ìîæíî áóäåò ñâåñòè ê
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êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó â ïëîñêîñòè ( , )z t . Ïîñëåäíåå îòêðûâàåò
íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

Èòàê, ïóñòü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]0 à ðàçáèò íà èíòåðâàëû
òî÷êàìè

x x x x an n0 1 10� � � � � ��. . . . (5)

Âîçüìåì âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà íåêîòîðóþ òî÷êó �x i è îáðàçóåì
èíòåãðàëüíóþ ñóììó

J f x xn i i

i

n

� �
�
' ( )D

1

,

ãäå Dx x x x x xi i i i i i� � � � �� �1 1, . Ðàçëîæèì çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà íà
öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòè:

x z x z x zi i i i i i i i i� � � � � � � � �t t t, , D D D .

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

. /J f z z f zn i i i i i i

i

n

� � � � � �
�
' ( , ) ( , )t t tD D

1

. (6)

Èçîáðàçèì ðàçáèåíèå (5) òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè ( , )z t (ðèñ. 6.3).
Ñîåäèíèì äâå ñîñåäíèå òî÷êè A z i i( , )� �1 1t è B z i i( , )t îòðåçêîì è

ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå òî÷êè � � �B z i i( , )t îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòðåçêà.
Çäåñü âîçìîæíû òðè òèïà èíòåðâàëîâ: 10) åñëè z zi i� �1 , òî îòðåçîê AB
âåðòèêàëåí è, çíà÷èò, ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà âñåãäà ëåæèò íà ýòîì îò-
ðåçêå; 20) ìåæäó òî÷êàìè AB íåò íè îäíîé ïðÿìîé z � const, ïåðåñå-
êàþùåé AB. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A B, ëåæàò íà ñîñåäíèõ ïðÿìûõ
z � const. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â êà÷åñòâå òî÷êè �B âñåãäà áóäåì áðàòü ëèáî
òî÷êó A, ëèáî òî÷êó B. È íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñëó÷àé: 30) îòðåçîê ABíå
âåðòèêàëåí è òàêîâ, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ z � const, ïå-
ðåñåêàþùàÿ îòðåçîê AB ìåæäó òî÷êàìè A è B. Åñëè ïðîìåæóòî÷íàÿ
òî÷êà �B íå ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ, òî îòáðîñèì åå
è çàìåíèì òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.3.
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×òî îçíà÷àåò ñóììà (6) â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ? Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ïî-ïðåæíåìó èíòåãðàëüíàÿ ñóììà. Åäèíñòâåííîå åå îòëè÷èå îò
òîé ñóììû, êîòîðàÿ ôèãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè ìîãóò çàâèñåòü îò
ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà íà ÷àñòè. Åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò
(à èìåííî ýòî âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ), òî óêàçàííîå îãðàíè÷åíèå íà
êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå íèêàê íå ñêàæåòñÿ. Áóäåì òåïåðü óìåíüøàòü
ìàêñèìàëüíóþ äëèíó èíòåðâàëîâ (5). Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, òî íà
ïëîñêîñòè ( ,z t) èíòåðâàëû òèïà 30 èñ÷åçíóò è îñòàíóòñÿ òîëüêî èí-
òåðâàëû 10 è 20 òèïîâ.

Ïðè ýòîì äëèíû èíòåðâàëîâ ïåðâîãî òèïà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê 0,
à äëèíû èíòåðâàëîâ òèïà 20 — ñòðåìèòüñÿ ê 2. Íàïðèìåð, ïóñòü
x xi

n
i

n� � � ��
�

�1 10 1 101, . Íà îñè Îõ äëèíà èíòåðâàëà ðàâíà

2 10 0� 	�n ïðè n 	 �, à íà ïëîñêîñòèOztòî÷êà x i ñòðåìèòñÿ ê òî÷êåÑ

ñ êîîðäèíàòàìè z � �0 1,t , à òî÷êà x i�1 — ê òî÷êå D ñ êîîðäèíàòàìè
z � �1 0,t (ðèñ. 6.4).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñòðåìèòñÿ ê 2. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå
ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü ñóììó (6) êàê èíòåãðàëüíóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ
êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó. Ïîýòîìó ðàçîáüåì âñå íàêëîííûå îòðåç-
êè òèïà CD íà ñâîè èíòåðâàëû. Âûáåðåì âíóòðè ýòèõ èíòåðâàëîâ
ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè è äîáàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â ñóì-
ìó (6). Âìåñòå ñ óêàçàííûìè ñëàãàåìûìè ñóììà (6) òåïåðü áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ïðèáëèæåíèåì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

f z dz f z d
L

( , ( ,t) t) t+ � .

Ïðè óìåíüøåíèè äëèíû èíòåðâàëîâ óãîë íàêëîíà çâåíüåâ òèïà CD
ñòðåìèòñÿ ê p / 4. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü CD èìååì dz d� �t 0. Ïîýòî-
ìó êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî îòðåçêàì òèïà CD ðàâåí íóëþ è ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå (6) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì èíòåãðàëà Ðèìàíà.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 27.1. Èíòåãðàë Ðèìàíà îò ôóíêöèè F x( ) ïî îòðåçêó [ , ]0 a

ñîâïàäàåò ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî òèïà ïî ïóòè L â
ïëîñêîñòè ( , )z t , ãäå z,t— öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè x è ïóòü L ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ è îòðåçêîâ,
íàêëîíåííûõ ê îñÿì ïîä óãëîì, ðàâíûì p t/ ( )4 0dz d� � :

F x dx f z dz f z d
a

L

( ) ( , ) ( , )
0
+ +� �t t t. (7)

Òåîðåìà, â ñóùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé, íî, òåì íå ìåíåå,
èìååò ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé. Âî-ïåðâûõ, èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü
äðóãèå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå òå æå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè. Åñëè
ýòè ïóòè èìåþò âåðòèêàëüíûå ó÷àñòêè, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
ïî íèì — ýòî èíòåãðàë Ðèìàíà îò ñàìîé ôóíêöèè F x( ). Íà âñåõ îñ-
òàëüíûõ ó÷àñòêàõ èíòåãðàë îòíîñèòñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðîäîëæåíèÿì
F x( ). Íàïðèìåð, äëÿ ïóòè �L (ñì. ðèñ. 6.4), ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî ãî-
ðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà OK, èìååì

f z dz
a

( , )0
0

1�

+ . (8)

Çäåñü âî âíèìàíèå ïðèíèìàþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè öå-
ëûõ x, êîòîðûå çàòåì ïðîäîëæàþòñÿ âî âñå ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè.
Äëÿ ëþáûõ ïóòåé èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãðèíà:

f z dz f z d dz d
C D

f

z

f
( , ) ( , )t t t t

t
� � �


�
� 

�
�+ ++

-

-

-

-
, (9)

ãäå C — çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü D. Çàìêíóòûé
êîíòóð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïóòåé ìåæäó îä-
íèìè è òåìè æå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè. Èíòåãðàë íå çàâèñèò
îò ïóòè, åñëè

-

-

-

-
(f z

z

f z( , ) ( , )t t

t
.

Âûøå ýòî æå óñëîâèå áûëî ïîëó÷åíî èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé ïðÿ-
ìîé. Åñëè óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (9) ïîçâîëÿåò äàòü ðàñ÷åò â ðàçíèöå êðèâîëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëîâ, âçÿòûõ ïî ðàçíûì ïóòÿì. Íàïðèìåð, îòëè÷èå èíòåãðàëà (8) îò
èíòåãðàëà (7) îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé äâîéíûõ èíòåãðàëîâ ïî çàøòðè-
õîâàííûì îáëàñòÿì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 6.4.
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Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå åñòü òîëüêî îäèí òèï áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ, ïîýòîìó è ïðîèçâîäíûå îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê îäíîìó òèïó. Â íå-
àðõèìåäîâîì àíàëèçå åñòü äâà òèïà áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Â ñîîòâåòñò-
âèè ñ ýòèì âîçìîæíû è äâà òèïà ïðîèçâîäíûõ è íåîïðåäåëåííûõ èí-
òåãðàëîâ. Ïåðåéäåì ê èõ îïèñàíèþ.

Ïóñòü U � F( )X — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé X. Îáðàçóåì
íîâóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

r( , ) ,
( ) ( )

X X X X
X X

X X

0
0

0
0� ��

�

F F
.

Ðàçëè÷íûå ïðåäåëû äàííîé ôóíêöèè ïðè X X	 0 áóäåì íàçû-
âàòü ïðîèçâîäíûìè F( )X â òî÷êå X0, äîïîëíÿÿ ýòî íàçâàíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè óêàçàíèÿìè íà õàðàêòåð ïðåäåëà.

§ 28. Ïðîèçâîäíûå òèïà 2 — ëîêàëüíûå ïðîèçâîäíûå.
Íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû òèïà 2

Ïðîèçâîäíûå òèïà 2. Ïóñòü X0 — ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F( )X è limit X X

v
v

	�
� 0.

Îïðåäåëåíèå 28.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limit X X
v

v
	�

r )( , 0

è åãî çíà÷åíèå îäèíàêîâî äëÿ ëþáûõ íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
X Xv 	 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F( )X èìååò â òî÷êå X0

ïðîèçâîäíóþ òèïà 2, èëè ôóíêöèÿ ëîêàëüíî-äèôôåðåíöèðóåìà (limit-
äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå X0. Çíà÷åíèå ïðåäåëà áóäåì íàçûâàòü ëî-
êàëüíîé ïðîèçâîäíîé F( )X ïî X â òî÷êå X0, èëè ïðîèçâîäíîé òèïà 2,
è îáîçíà÷àòü êàê

� �F F
dF

d
( ), ( ),

( )
X XX

X

X
0 0

0

. (1)
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Îïåðàöèþ îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçîâåì äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì.

Êàê îòìå÷àëîñü, ïðåäåë â ñìûñëå limit àíàëîãè÷åí ïðåäåëó lim
êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Òàêàÿ æå àíàëîãèÿ áóäåò è äëÿ ïðîèçâîäíîé
(1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåàðõèìåäîâó îáëàñòü ïåðåíîñÿòñÿ âñå ôîð-
ìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è, áîëåå òîãî, âåñü àïïàðàò êëàññè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ðàçëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî â
òîì, ÷òî òåïåðü â ôîðìóëàõ ìîæåò ôèãóðèðîâàòü ñèìâîë w.

Ïðèìåðû:
( ) ; ( ) ,

( ) .

X X X X

sin X cos X

2 12� � � �
� �

�w ww

w w w

Íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû òèïà 2.
Îïðåäåëåíèå 28.2. Åñëè ôóíêöèÿ F(X) òàêîâà, ÷òî

d

d
F

F(
(

X)

X
X)� ,

òî F(X) áóäåì íàçûâàòü ïåðâîîáðàçíîé òèïà 2 îò F(X). Ñîâîêóïíîñòü
ïåðâîîáðàçíûõ áóäåì íàçûâàòü íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì òèïà 2 è
îáîçíà÷àòü êàê

F( ( ) (X) X) X� +2 F d .

Âåçäå â ñêîáêàõ ïåðåä çíàêîì èíòåãðàëà óêàçûâàþòñÿ ñèìâîëû,
óòî÷íÿþùèå ñìûñë èíòåãðàëà. Òàì, ãäå âîçìîæíî, äàííûå ñèìâîëû
îïóñêàþòñÿ. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ (1) àíàëîãè÷íà ïðîèçâîäíîé êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëèçà, òî àíàëîãèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ èíòåãðàëîâ
òèïà 2.

Ïðèìåðû:

X X X X

sin X X Ecos X

X X2
3 1

3 1
d C d C

d C C

( � � �

� � �

�

�++
+

; ,

( ) ,

w
w

w

w w � const.

§ 29. Ïðîèçâîäíûå òèïà 1 — ïðîèçâîäíûå
íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé.
Íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû òèïà 1

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé òèïà 1. Ïóñòü X0 � w è X n n� . Ñëåäî-
âàòåëüíî, X 0 áóäåò ïðåäåëüíîé òî÷êîé X n â ñìûñëå Lim, ò.å.
w � Limn:

X LimX0 � n.
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Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíþþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâàëå
( , )n w . Åãî äëèíà ðàâíà DX X Xn n n� � � �0 w . Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

F F F F n

n

n

n

( ) ( ) ( ) ( )X X

X X

0

0

�

�

�

�
� w

w
. (1)

Âèäíî, ÷òî èíòåðâàë DX n ïîêðûâàåò çîíó ïåðåõîäà îò âåùåñò-
âåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ïðÿìîé äî åå ïåðâîãî ìåãàóðîâíÿ. ×åì
áîëüøå âåëè÷èíà n, òåì äëèíà ýòîé çîíû ìåíüøå. Íî â ëþáîé ôèê-
ñèðîâàííûé ìîìåíò n äëèíà ( )w � n — áåñêîíå÷íî âåëèêà. Åñòü òîëü-
êî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ñâåñòè çîíó ïåðåõîäà ê çîíå êîíòàêòà — ýòî
ïðèìåíèòü ê ðàâåíñòâó (1) îïåðàöèþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà Lim.
Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó DX n è DUn — ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà è ôóíêöèè:

D DUX X X X Xn n n nF F� � � �0 0, ( ) ( ).

Çàïèøåì äâà ðàâåíñòâà:

Lim X LimD DUn n� �0 0, . (2)

Åñëè èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò âòîðîå, òî F( )X ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé, íåïðåðûâíîé â òî÷êå X0 ïî ïóòè X n íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ

óðîâíåé. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó, èìåþ-
ùóþ ñìûñë ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé.

Îïðåäåëåíèå 29.1. Åñëè X LimX0 � n è ïðåäåë ñ÷åòíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñóùåñòâóåò

Lim X X
X Xn

n

DF

D
n

r )( , ,0 � �
�
� (3)

òî áóäåì åãî íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé òèïà 1 îò F( )X â òî÷êå X0 ïî ïóòè

X n, èëè ïðîèçâîäíîé íà ñòûêå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé X n è X0, èëè

Lim-ïðîèçâîäíîé.

Óêàçàíèå íà ïóòü è õàðàêòåð ïðîèçâîäíîé áóäåì èíîãäà îïóñ-
êàòü. Îïåðàöèþ âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íàçîâåì äèôôåíöèðîâàíèåì
òèïà 1, èëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì â çîíå ïåðåõîäà ìåæäó ìàñøòàá-
íûìè óðîâíÿìè. Ïðîèçâîäíàÿ (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü èç-
ìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ñ ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ïåðåìåííîé
X n â òî÷êó ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ X0. Íà ýòîì îñíîâàíèè î âåëè÷èíå
(3) ìîæíî ãîâîðèòü êàê î ñêîðîñòè ïåðåõîäà ñ óðîâíÿ X n íà óðîâåíü
X0 ëèáî êàê î ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàá-
íûõ óðîâíåé.
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Îïðåäåëåíèå 29.2. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ òèïà 1 â òî÷êå X íå çàâèñèò
îò ïóòè X n, âåäóùåãî òî÷êó X, òî áóäåì ãîâîðèòü î ïðîèçâîäíîé òèïà
1 îò F( )X â òî÷êå X.

Çäåñü íåò óêàçàíèÿ íà ïóòü X n.
Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ òèïà 1. Â òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî

ïåðåìåííîãî ïðîèçâîäíàÿ ââîäèòñÿ êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ

f õ
õ õ

y

x

f x õ f õ

õ
� � �

	 	

� �
( )

( ) ( )
lim lim
D D

D

D

D

D0 0
.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ äâà ðàâåíñòâà:

lim lim
D D

D D
õ õ

x y
	 	

� �
0 0

0 0, .

Áîëüøèíñòâî òåîðåì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ
èñõîäÿ òîëüêî èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ è àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðåäåëà lim. Äëÿ Lim-ïðîèçâîäíûõ èìåþò ìåñòî òå æå ñàìûå àðèô-
ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà, ÷òî è äëÿ lim è, êðîìå òîãî, òå æå ñà-
ìûå ðàâåíñòâà (2).

Ïîýòîìó íà ïðîèçâîäíûå òèïà 1 ïåðåíîñÿòñÿ âñå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñâîéñòâà îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, âîçüìåì ïðîèçâîä-
íóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè F( )X , G ( )X :

Lim Lim
X X Xn

n n

n
n

nF F G G F G DG

D

DF

D

F
F G

	 	

� � � �
� � �

w w

( )( )D D

D

D DGn

nDX
.

Äàëåå,

Lim X Lim X
X X X Xn

n

n

n

n
n

n
n

F G DF

D

DG

D	 	
� �

w w

D

D

D

D
D D 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îáû÷íîé ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé
ïðîèçâåäåíèÿ.

Íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû òèïà 1. Ïóñòü F( )X è F( )X — äâå
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë, è ïóñòü
X n — íåêîòîðàÿ ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå
X LimX X: n � . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F( )X èìååò Lim-ïðîèç-
âîäíóþ â òî÷êå X ïî ïóòè X n.

Îïðåäåëåíèå 29.3. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ òèïà 1 îò F( )X â òî÷êå X ïî

ïóòè X n ðàâíà F( )X , òî F( )X íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé òèïà 1 îò
ôóíêöèè F( )X ïî ïóòè X n:

Lim X
X X

X Xn

n

n

F
F F( ) ( )

( )
�

�
� . (4)

Ïóñòü F( )X ( 0. Òîãäà

F( ) FX X constn � �( ) .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîîáðàçíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå â òî÷êàõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè X n, à òàêæå â ïðåäåëüíîé òî÷êå X äàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Â îñòàëüíûõ îòíîøåíèÿõ äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ñîâåð-
øåííî ïðîèçâîëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 29.4. Ñîâîêóïíîñòü ïåðâîîáðàçíûõ (4) áóäåì íàçû-
âàòü íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì òèïà 1 îò F( )X â òî÷êå X ïî ïóòè
X n, èëè èíòåãðàëîì íà ñòûêå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé.
Îáîçíà÷åíèå ñëåäóþùåå:

F( ) ( , ) ( )X X X X X� +n F D .

§ 30. Ïðîèçâîäíûå è íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû
âäîëü ôèêñèðîâàííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ
íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðîèçâîäíûå è íåîïðåäåëåííûå èíòåãðà-
ëû òèïà 2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ïðîèçâîäíûì è íåîïðåäåëåííûì
èíòåãðàëàì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó
ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû òèïà 1 àíàëîãîâ â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå íå
èìåþò. Îíè ñâÿçàíû èñêëþ÷èòåëüíî ñ ìíîãîìàñøòàáíîñòüþ íåàðõè-
ìåäîâîé ïðÿìîé è ñëóæàò èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó
ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè íåàðõèìåäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Îäíàêî äëÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ äàííûõ èíñò-
ðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ åùå íåäîñòàòî÷íî. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå
ðàññìîòðèì ðÿä íîâûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò
âîçìîæíîñòè òåîðèè.

Ñóùåñòâî äåëà ëó÷øå âñåãî ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå. Ïóñòü
y f x� ( ) — îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Èñïîëü-
çóÿ èäåþ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Äèðèõëå, ïîëîæèì

f x
x õ

õ õ
( ) �

�

�
�
$ 2

31

ïðè ðàöèîíàëüíîì,

ïðè èððàöèîíàëüíîì.�$

ßñíî, ÷òî ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò íèãäå. Áîëåå
òîãî, ôóíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé. Êîíå÷íî, íèêàêîé
ðåàëüíûé ïðîöåññ òàêàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàòü íå ìîæåò. Íî ìîæíî äî-
ïóñòèòü íåêîòîðóþ âîîáðàæàåìóþ ñèòóàöèþ, ãäå ýòà ôóíêöèÿ âñå æå
èìååò ñìûñë. Íåòðóäíî äîïóñòèòü òàêæå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçíûõ
íàáëþäàòåëåé, äëÿ ïåðâîãî èç êîòîðûõ äîñòóïíû íàáëþäåíèÿ òîëüêî â
ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, à äëÿ âòîðîãî — òîëüêî â èððàöèîíàëüíûõ òî÷-
êàõ. Òîãäà ïåðâûé íàáëþäàòåëü êîíñòàòèðóåò ðàâíîóñêîðåííûé ðîñò
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ôóíêöèè ñî ñêîðîñòüþ 2õ. Âòîðîé æå íàáëþäàòåëü êîíñòàòèðóåò ñêî-
ðîñòü 3 2õ . Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ôîðìàëüíûå ïðî-
öåäóðû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäîáíûõ õàðàêòåðèñòèê. ßñíî, ÷òî âíà÷àëå
íåîáõîäèìî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f ñ ðàöèîíàëüíûõ òî-
÷åê íà âñå îñòàëüíûå òî÷êè. Çàòåì ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ñ èððàöèîíàëüíûõ òî÷åê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâóçíà÷íóþ
ôóíêöèþ, ïðè÷åì êàæäàÿ èç åå âåòâåé áóäåò ôóíêöèåé ãëàäêîé. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ âåòâè, ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îáû÷íîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, òà-
êàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò äîâîëüíî èñêóññòâåííîé. Åå èñêóññòâåííîñòü
ñâÿçàíà ñ îäíîìàñøòàáíîñòüþ ïðÿìîé. Åñëè õ — ýòî âðåìÿ è íåêîòî-
ðûé íàáëþäàòåëü æèâåò íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå âðå-
ìåíè, òî äëÿ íåãî âñå òî÷êè (ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå) ÿâ-
ëÿþòñÿ îäèíàêîâî äîñòóïíûìè. Íàïðîòèâ, ïðè ïåðåõîäå ê íåàðõèìå-
äîâîé ïðÿìîé ìû ïîïàäàåì â îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ èåðàðõèþ
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé.

Íàïðèìåð, ïóñòü
X T) E( � � ��2 1 0

2
1
2 2t t tw (1)

— ñìåùåíèå òî÷êè, à T E� � ��t t t1 0 1w — íåàðõèìåäîâî âðåìÿ. Ïðè-
÷åì t�1w— ýòî âðåìÿ ìàñøòàáà òèïà ãàëàêòè÷åñêîãî ãîäà (ãåîëîãè÷å-
ñêèé ìàñøòàá âðåìåíè), t0 — âåùåñòâåííûé ìàñøòàáíûé óðîâåíü
âðåìåíè, à t1E— ïåðâûé ìèêðîóðîâåíü. Íàëè÷èå íàáëþäàòåëÿ, êîòî-
ðûé æèâåò íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå è íå âîñïðèíèìàåò
ãàëàêòè÷åñêîå è ìèêðîâðåìÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî åñòåñòâåí-
íûì. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ïîëîæåíèþ
âåùåé. Òî÷íåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåïîñðåäñòâåííî äîñòóïåí
òîëüêî âåùåñòâåííûé ìàñøòàáíûé óðîâåíü âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà,
à î ãàëàêòè÷åñêîì èëè î ìèêðîâðåìåíè ìû ìîæåì ñóäèòü òîëüêî êîñ-
âåííî. Ïîýòîìó îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî-
ñìîòðåòü, êàê çàêîíû, ñêðûòûå íà ìåãà- è ìèêðîóðîâíÿõ, ìîãóò ïðî-
ÿâëÿòüñÿ íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîöåäóðû, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî äâèæåíèå (1) íà ìåãàóðîâíå âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíûì, íà âåùåñòâåííîì óðîâíå — ðàâíîóñêîðåííûì, à íà
ìèêðîóðîâíå — ðàâíîçàìåäëåííûì.

Âûäåëèì ÿâíî ìàñøòàáíûå óðîâíè àðãóìåíòà X:

X � � � � � � � � � �

�

�

�

h h h x x x

h w h

m m

m m
m

1 1 1 2

1

... . . . . . .,

, ...

õ

õ

æ

� � � ,�õ õ õ õ1 0w x, , ... ,... .
æ æ

æ

(2)

Êàê è ïðåæäå, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå ïåðåìåííûå
õ õ v�m, ... , ... ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âîçü-
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ìåì òåïåðü íåêîòîðóþ íåñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé
àðãóìåíòà

D D D DX X X X1 2, , ... , ... . . .w v , (3)

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íóëþ:

limit X
v

v
	�

�D 0.

Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) ìîæíî ãîâîðèòü î íåñ÷åòíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé X X Xv v� � D

X X X X1 2, ,... ,... ,...w v

òàêîé, ÷òî
limit X X X X
v

v v
	�

� �, .

Ïðè ïîäñ÷åòå ïðîèçâîäíîé òèïà 2 íàñ èíòåðåñîâàë ïðåäåë ôóíêöèè

F F F Fv

v

v

v

( ( ) ( ) ( )X) X X

X

X X

X X

� � �

�
�

D

D

ïðè DX v 	 0, èëè X X	 v . Íî ÷òî çíà÷èò DX v 	 0? Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñ óâåëè÷åíèåì v ìû äîëæíû ïåðåõîäèòü ê çíà÷åíèÿì DX v , ïî ìîäó-
ëþ ìåíüøèì, ÷åì 10 10 101 2� � �, ,... , ... ,n E Ew è ò.ä. Òî åñòü ìû äîëæíû
ïåðåõîäèòü âñå âðåìÿ ê íîâûì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé. Â òåõíè÷åñêîì ïëàíå ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Çàïè-
øåì âûðàæåíèå äëÿ DX v , êîòîðîå ñëåäóåò èç (2) (èíäåêñ v âðåìåííî
îïóñòèì):

D D D D D D D

D D

X � � � � � � � � �

�

�

�

h h h x x

h w

m m

m
m

m

1 1 1. . . . . . . . .,x

x

æ

, ,

, , ... , ... .

D D

D D D D D D

h w

x x

1 1

0 1 1

�

� � �

�x

x x x xE Å
æ

æ

æ

Ñ óìåíüøåíèåì DX âíà÷àëå çàíóëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå Dhm, çàòåì çà-

íóëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå Dhm�1 è ò.ä. äî ïðèðàùåíèé Dx1, Dx2... Dxæ
, ... .

Ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó íàñ åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷è-
òàòü, ÷òî íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè
äåéñòâóþò ðàçëè÷íûå çàêîíû, óïðàâëÿþùèå èçìåíåíèåì òåõ èëè
èíûõ ôóíêöèé. Äëÿ îïèñàíèÿ óêàçàííûõ çàêîíîâ íåîáõîäèìî ðàñïî-
ëàãàòü ïðîèçâîäíûìè, â êîòîðûõ ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà îñòàâàëîñü
áû âñå âðåìÿ íà îäíîì è òîì æå ìàñøòàáíîì óðîâíå. ßñíî, ÷òî ýòî
íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîäíûå òèïà 2, ðàññìîòðåííûå âûøå.

Ñìûñë íîâûõ îïðåäåëåíèé óäîáíåå ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå. Ïóñòü

F x( ) ( ... ...)X � � � � � �2
1 2

3x x x
æ

.
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Ïîëîæèì D DX � x è âû÷èñëèì

F F
x x

( ) ( )X X X

X

� � � �D

D
D2 . (4)

Î÷åâèäíî, ÷òî êîððåêòíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå äîëæíà ïðèâåñòè ê çíà÷åíèþ
ïðîèçâîäíîé, ðàâíîìó 2õ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûáðàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé Dõ òàêóþ, ÷òîáû åå ïðåäåë â ñìûñëå limit áûë ðà-
âåí íóëþ. Ôîðìàëüíî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê x è Dx — ýòî ïåðå-
ìåííûå âåùåñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, | |Dõ
ìîæåò áûòü ìåíüøå 1/ n äëÿ n � 1 2 3, , ..., íî äîáèòüñÿ óñëîâèÿ
| | , ,...Dõ � E E2 íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå íåâîçìîæíî.
Çäåñü âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ èäåÿ: íàéòè ôîðìàëüíûå îñíîâàíèÿ äëÿ
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà limit ê ïåðåìåííîé Dx òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
áûë íóëü è ïðè ýòîì ñîõðàíèòü ñòðóêòóðó âûðàæåíèÿ (4).

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ äàííîé èäåè. Âìåñòî ïåðåìåííîé DX v

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ X X Xv v� �0 D , X 0 — ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà. (Èíäåêñ «0» ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ðå÷ü èäåò î íåêîòîðîé ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êå.) Âìåñòî r )( ,X Xv äëÿ îáùíîñòè âîçüìåì íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ F(X). Çàòåì åå ìîæíî áóäåò çàìåíèòü íà r( )X Xv , .

Ïðåæäå âñåãî óòî÷íèì èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü
ôóíêöèÿ U � F( )X îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè òî÷åê D,
ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷-
êà X0 òàêæå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D. Âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèòóà-
öèÿ, êîãäà â îáëàñòè D íåëüçÿ áóäåò íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X v ,
êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê X0 â ñìûñëå limit:

limit X X X
v

v v D
	�

� )0, .

Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî îáðèñîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ â ñìûñëå limit, îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü íå-
ñ÷åòíîé:

X X X X X1 2, ,... ,... ,... ,...n vw .

Åñëè íåñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáÿçàòåëüíî áóäåò îõâàòû-
âàòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Ìîæíî ñêàçàòü
òàê: íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî äëèííûìè,
÷òî ðàçìåùàþòñÿ òîëüêî íà íåîãðàíè÷åííîì ÷èñëå ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó åñëè ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà íà îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé, òî ìû çàâåäîìî
íå ìîæåì ãîâîðèòü î åå ïðåäåëå â ñìûñëå limit.
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Èòàê, ïóñòü îáëàñòü D íå íàñòîëüêî áîãàòà, ÷òîáû â åå ðàìêàõ
ìîæíî áûëî ðàçìåùàòü íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî, òåì íå
ìåíåå, âñå íåîáõîäèìûå ñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíà â ñåáå ñî-
äåðæèò. Ïóñòü

X X X1 2, ,... ,...n (5)

— îäíà èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðîäîëæèì åå ïî íåïðåðûâ-
íîñòè äî íåñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

X X X LimX X LimX1 2 1 1, ,... , ,...w w� �� �
n

n
n

n . (6)

Àíàëîãè÷íî ïðîäîëæèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè F n( )X :

F F F
n

n( ), ( ),... ( ),...X X Lim X1 2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

F F F F
n

n
n

n( ) ( ),..., ( ) ( ),...X Lim X X Lim Xw w� �� �1 1 . (7)

Ïîäáåðåì òåïåðü ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) òàê, ÷òîáû íåñ÷åò-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) ñõîäèëàñü ê òî÷êå X0. Òîãäà ïðåäåë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè (7), åñëè îí ñóùåñòâóåò,
áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè F( )X . Ïîäâåäåì èòîã
â âèäå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 30.1. Åñëè ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X( )n òàêî-

âà, ÷òî

limit LimX X
v m

v m
	� 	

�
w

( ( )) 0

è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limit Lim X( ) X X X X
v m

nF v m Q
	� 	

�
w

( ( ) ) [ , , ... . . .]0
1 2 ,

òî äàííûé ïðåäåë áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè F( )X ïðè
X X	 0 ïî ïóòè ñî ñòàðòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X( )n .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ðàçëè÷íûå âàðèàöèè è ñîêðàùåíèÿ
äàííîãî íàçâàíèÿ. Òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷àñòíûå ïðå-
äåëû áóäóò îäèíàêîâûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòàðòîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé èç íåêîòîðîé î÷åð÷åííîé èõ ñîâîêóïíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü î ÷àñòíîì ïðåäåëå ñ òåì èëè èíûì óêàçàíèåì íà äàííóþ ñî-
âîêóïíîñòü. Íàïðèìåð, ìîæíî ãîâîðèòü î ïðåäåëå ïðè ñòàðòå ñ âåùå-
ñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ëèáî î ïðåäåëå ñî ñòàðòîì ñ ïåðâîãî
ìèêðîóðîâíÿ è ò.ä. Êîðî÷å, â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ãîâîðèòü î
ïðåäåëå íà âåùåñòâåííîì óðîâíå îáëàñòè ëèáî î ïðåäåëå íà ïåðâîì
ìèêðîóðîâíå îáëàñòè è ò.ä.
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ßñíî, ÷òî âîïðîñ î ÷àñòíûõ ïðåäåëàõ ìîæíî ñòàâèòü òàêæå è
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáëàñòü D ñîäåðæèò â ñåáå íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê X0. Çäåñü îòêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ñòàðòîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ÷àñòíûé ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ limit X

X X	 0
F v( ), äëÿ äðóãèõ ñòàð-

òîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé — íå ñîâïàäàåò è ò.ä.
Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå X0, åå ìîæíî äî-

îïðåäåëèòü çíà÷åíèåì åå ÷àñòíîãî ïðåäåëà. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î
íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè â òî÷êó X0 ñ èçâåñòíîé ñòàðòî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 30.2. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòíûé ïðåäåë r( , )X Xv
0 ïðè

X Xv 	 0 ïî ïóòè ñî ñòàðòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X n, òî áóäåì

íàçûâàòü åãî ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé F( )X â òî÷êå X0 ïî ïóòè ñî ñòàðòî-

âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X n. Îáîçíà÷åíèå ñëåäóþùåå:

-

-
�
�
�F

n

( )

,... ,...

X

X X X X1
0
.

Òàì, ãäå âîçìîæíî, óêàçàíèå íà ñòàðòîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóäåì îïóñêàòü èëè äàâàòü â ñîêðàùåííîì âèäå. Ïðîöåäóðó âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì, äîáàâëÿÿ
ê ýòîìó íàçâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèå óòî÷íåíèÿ (äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïî ïóòè X v , ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñî ñòàðòîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ X n è ò.ä.).

Îáðàòíûå îïåðàöèè áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðîâàíèåì ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè óòî÷íåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 30.3. Ôóíêöèþ Ô, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â

òî÷êå X0 ïî ïóòè ñî ñòàðòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X n ðàâíà F( )X ,

áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé ïåðâîîáðàçíîé, à èõ ñîâîêóïíîñòü — ÷àñò-

íûì íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò F( )X â òî÷êå X0 ïî ïóòè ñî ñòàð-

òîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X n:

Ô X X X X X X( ) ( ,... ,... ) ( )� +1
0

n F d .

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòàðòîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæàò,
íàïðèìåð, âåùåñòâåííîìó óðîâíþ, áóäåì ãîâîðèòü î ïðîèçâîäíûõ è
èíòåãðàëàõ íà âåùåñòâåííîì óðîâíå; åñëè ñòàðòîâûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèíàäëåæàò ê ïåðâîìó ìèêðîóðîâíþ, òî áóäåì ãîâîðèòü î
ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëàõ íà ïåðâîì ìèêðîóðîâíå è ò.ä.
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Ïðèìåðû.
Ïóñòü

X E� � � � � ��x x x x1 0 1w h x,
ãäå

h w x� � ��x x x x1 0 1, , E,

x x x�1 0 1, , — ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ÿäðàì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî X ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè òðåõ ïåðå-
ìåííûõ

U � �F f x( ) ( , , )X h x .

Ïóñòü âíà÷àëå X ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî
óðîâíÿ ïðÿìîé, ò.å. X � (õ, ,h x 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

F f x( ) ( , , )X � 0 0 .

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ íà ìèêðîóðîâíè. Òîãäà ïîäñ÷åò åå ëîêàëüíîé
ïðîèçâîäíîé äàñò âûðàæåíèå

-

-

f x

x

( , , )0 0
.

Òî æå ìîæíî ñäåëàòü è ïðè íåíóëåâûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ h
è x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

-

-

f x

õ

( , , )h x
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ àðãóìåíòîâ èìååì

-

-

-

-

-

- -

f x f x f x

x

( , , ) ( , , ) ( , , )
, , ,...

h x

h

h x

x

h x

x

2

.
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Âîïðîñ îá îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì.
Îñíîâíûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ ìíîãîìàñøòàáíîñòüþ íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé. Åñòü, îäíàêî, êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ìíîãîìàñ-
øòàáíîñòü çíà÷åíèÿ íå èìååò. Ýòî ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî òèïó 1,
â ÷àñòíîñòè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, U � X2. ßñíî, ÷òî íå-
àðõèìåäîâû èíòåãðàëû îò ïîäîáíûõ ôóíêöèé äîëæíû ñîâïàäàòü
ñ ðèìàíîâûìè èíòåãðàëàìè îò àíàëîãè÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
îáû÷íîé ïðÿìîé. Óêàçàííîå óñëîâèå ìîæíî íàçâàòü óñëîâèåì ñîãëà-
ñîâàííîñòè.

Òåïåðü î ôóíêöèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè íà ñòûêå ðàç-
ëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé, ò.å. ðàçðûâíûìè ïî òèïó 1. Çäåñü âîç-
ìîæíû ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè èíòåãðàëîâ, êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë — ýòî èíñò-
ðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð êîíñòðóêöèé
èíòåãðàëà äîëæåí äèêòîâàòüñÿ ïîòðåáíîñòÿìè ïðèëîæåíèé è òåîðèè.

Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ êîíöåïöèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

§ 31. Êîíöåïöèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Êîíöåïöèÿ. Â êà÷åñòâå îòïðàâíîé âîçüìåì êîíöåïöèþ èíòåãðàëà
ïî Ðèìàíó. Ñîãëàñíî äàííîé êîíöåïöèè, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë ñïåöèàëüíûõ ñóìì, â êîòîðûõ ôèãóðèðó-
þò çíà÷åíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ
èíòåðâàëó èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûé
ïðåäåë ñâîäèòñÿ ê ðàçíèöå çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé îò çàäàííîé
ôóíêöèè (ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà).

Óêàçàííóþ öåïü ðàññóæäåíèé ìîæíî îáðàòèòü. Ôîðìóëó Íüþòî-
íà — Ëåéáíèöà ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïîñûëêè è çàòåì
óæå äàòü åé èíòåðïðåòàöèþ êàê ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ
ñïåöèàëüíûõ ñóìì. Èìåííî â òàêîì îáðàùåííîì âèäå êëàññè÷åñêóþ
êîíöåïöèþ èíòåãðàëà ìîæíî ïåðåíåñòè íà ìíîãîìàñøòàáíóþ íåàð-
õèìåäîâó ïðÿìóþ.
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Ïóñòü X è U — ïåðåìåííûå, ïðèíàäëåæàùèå ñóùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé, à U F� ( )X — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé F( )X áó-
äåì èñïîëüçîâàòü åùå îäíó ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

J( , ) ( (X X X X)� � � �F ) F .

Ôóíêöèÿ J( , )X X � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèðàùåíèå F íà îòðåçêå
[ , ]X X � .

Ïóñòü a b, — äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè. Ðàçáèåíèåì *(n) íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü n òî÷åê

* �(n) X X X{ }( ), ( ),... ( )0 1n n nn (1)

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

X X X X X X0 0 1 2( ) , ( ) , ...n nn n� � � � �a b .

Çàïèøåì ñëåäóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå òîæäåñòâî:

J n n

i

( , ) ( ) ( ) [ ( ( )] ...

[ ( ) (

a b b a� � � � � �
� �

�

�

F F F ) F

F F

X X

X X
1

1 i)] ... [ ( ( )].� � �F ) FX X1 0

Çäåñü âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî, âçàèìíî óíè÷òî-
æàþòñÿ. Êàæäóþ èç ðàçíîñòåé F F( ) ( )X Xi i� �1 óìíîæèì è ðàçäåëèì
íà îäíî è òî æå ÷èñëî, íàïðèìåð íà ÷èñëî X Xi i� �1 . Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì

J n n

n n
n n( , ) ( ) ( ) ( )

..

( ) ( )
a b b a� � � � �

�

�

�
�

�
�F F

F FX X

X X
X X1

1
1

. ( ) ...
( ) ( ) ( ) ( )

� � � ��

�
�

�

�

�

�

F F F FX X

X X

X X

X
X Xi i

i i
i i

1

1
1

1 0

1 X
X X

0
1 0( ).�

(2)

Ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà îò ÷èñëà n è îò âèäà ðàçáèåíèÿ (1) íå çàâèñèò.
Åå ïðåäåë — ýòî ïðåäåë ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò,
â ëþáûõ ñìûñëàõ (Lim, limit è ëþáîé èõ êîìáèíàöèè) ïðåäåë
âñåãäà áóäåò ðàâåí F F( ) ( )b a� .

Íåêîòîðûå ñëàãàåìûå â òîæäåñòâå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F F )
F ) F

( ) (
( ) ( ( ) ( ,

X X

X X
X X X X X Xi i

i i
i i i i iJ�

�
� �

�

�
� � � �1

1
1 1 i). (3)

Òîãäà ïðè
| | , ,X X X Xi i i i� �� 	 	 	1 10 g g

äàííîå ñëàãàåìîå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ðàçðûâó (ñêà÷êó) ôóíêöèè F
â òî÷êå X � g. Èìååò ñìûñë òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ñëàãàåìîå çàïèñàíî â
ôîðìå (3), íî ðàçíîñòü � �X Xi i� �1 ê 0 íå ñòðåìèòñÿ. Íàïðèìåð,

X Xi i	 	 ��g d g d, , .1

180

Ã ë à â à 8



Â ýòîì ñëó÷àå ñëàãàåìîå (2) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ñêà÷êó ôóíêöèè F
ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà îò òî÷êè g ê òî÷êå d:

J( , ) ( ( )g d d g� �F ) F .

Â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü è íå îïðåäåëåíà.
Ãëàâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òîæäåñòâî (2) áóäåò
âåðíûì âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Ñóììû âèäà (2) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíûìè. Ïóñòü ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2) íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Òîãäà
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñóììû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè.

Íå áóäåì èñêëþ÷àòü òàêæå ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïðà-
âîé ÷àñòè çàäàíî èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Çäåñü óæå ñàìî çíà÷å-
íèå èíòåãðàëüíîé ñóììû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèíèìàåì ñëåäóþùóþ êîíöåïöèþ îïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà.

Êîíöåïöèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì áóäåì íàçûâàòü ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñò-

âà âèäà (2) ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ëèáî
çàäàíî, ëèáî íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì êàæäîå èç ñëàãàå-
ìûõ ñòðåìèòñÿ ëèáî ê ïðîèçâîäíîé â òîì èëè èíîì ñìûñëå, ëèáî ê íåêî-
òîðîìó ñêà÷êó (ðàçðûâó) ôóíêöèè. Âûáîð òèïîâ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ è
ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ôèãóðèðóþùèõ â òîæäåñòâàõ, îïðåäåëÿåòñÿ èç
äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé ïðèêëàäíîãî èëè èíîãî õàðàêòåðà. Äàí-
íûé âûáîð îïðåäåëÿåò èíòåðïðåòàöèþ òîæäåñòâà. Èíòåðïðåòàöèÿ —
ýòî ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî òîæäåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Ïðèíÿòàÿ êîíöåïöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ëþáûõ êîí-
ñòðóêöèé îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ìû âñåãäà áóäåì ñòîÿòü íà òâåð-
äîé ïî÷âå çàâåäîìî âåðíûõ òîæäåñòâ. Ïîýòîìó ó íàñ âñåãäà áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Íüþòîíà — Ëåéáíèöà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà îïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñâå-
ëàñü ê ñëåäóþùåìó:

10. Âûáîðó ïîäõîäÿùåãî êëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíà
òà èëè èíàÿ êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

20. Âûáîðó ðàçáèåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íà èíòåð-
âàëû, äëÿ êîòîðûõ ñëàãàåìûå â èíòåãðàëüíîé ñóììå çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå

F ) F( ( )
( )

X X

X X
X Xi i

i i
i i

�

�
�

�

�
�1

1
1 .
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30. Âûáîðó òî÷åê â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ
ñëàãàåìûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

F F( ) ( )X Xi i� �1 . (4)

40. Âûáîðó òèïà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà: limit, Lim ëèáî èõ êîìáè-
íàöèè.

50. Âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè F(X) íà îñíîâå äàííûõ î ïðåäåëå îò-
íîøåíèÿ

F F( ) ( )X X

X X
i i

i i

�

�

�

�
1

1

,

à òàêæå äàííûõ î ñëàãàåìûõ âèäà (4).
60. Âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è èíòåðïðå-

òàöèè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.
Îñíîâíîå òîæäåñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò

óïðîñòèòü çàïèñü òîæäåñòâ âèäà (2). Ïðåæäå âñåãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàçáèåíèå èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì:

D D DX X( ) X Xn i nn i i n
n

� � � � �
�b a

a, , , , ,...0 1 2 .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ:

D D DX( ) X Xn n� � .

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå íåîáõîäèìî ïðèíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ F â òî-
æäåñòâå (2) ìîæåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò àðãóìåíòà X, íî è îò ïðèðà-
ùåíèÿ àðãóìåíòà DX:

F F D� ( ,X X).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèðàùåíèå F áóäåò çàâèñåòü óæå îò òðåõ àðãóìåí-
òîâ:

J( , , ( , ( ,X X X) X X X X)� � � �D F D ) F D .

Òîæäåñòâî îñòàåòñÿ, êîíå÷íî, âåðíûì è â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü òåïåðü F( ,X X)D — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåç-

êå [ , ]a b è çàâèñÿùàÿ îò DX (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îò n) êàê îò ïàðà-
ìåòðà (ðèñ. 8.1). Âîçüìåì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà è âû÷èñ-
ëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñåðåäèíàõ îòðåçêîâ, ò.å. ïðè

X X X
X X� � � � �


�
� 

�
� �

�

a a a b
D D

D D
2

3

2

1

2 2

1 2

, ,... , ... ,

, ,..

i

i . .n

(5)

Îáðàçóåì èõ ñóììó, óìíîæåííóþ íà DX. Äëÿ çíàêà ñóììû ïîçàèìñò-
âóåì îáîçíà÷åíèå èíòåãðàëà. Íèæå áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî óäîáíî è
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âïîëíå îïðàâäàííî. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñóììû íåîáõîäèìî óêàçàòü
âèä ôóíêöèè F è òðè ïàðàìåòðà a b, è n.

Îïðåäåëåíèå 31.1. Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

( ) , ,

,

n F F

F

a

b

a

a

+ �

�
� 

�
� �

� �

�
� 

�

(X X) X = X X

X

X

X

D D D D

D

D

D

2

3

2
� � � �


�
� 

�
�D D D

D
X X X

X
� F b

2
, ,

(6)

ãäå DX � �( )/b a n, n — ÷èñëî íàòóðàëüíîå.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âåëè÷èíà DX èçâåñòíà èç êîíòåêñòà, óêàçàíèå

íà ïàðàìåòð n ìîæíî îïóñêàòü. Åñëè æå ðîëü n íåîáõîäèìî ïîä÷åðê-
íóòü, òî âìåñòî DX áóäåì ïèñàòü DX( )n . Ïåðåä çíàêîì èíòåãðàëà
(â äàííîì ñëó÷àå îí îáîçíà÷àåò ñóììó) âìåñòî n äîïóñêàåì òàêæå
óêàçàíèå íà äëèíó èíòåðâàëà DX.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû a b, è DX íå ïðîèçâîëü-
íû, íî ñâÿçàíû ñëåäóþùèì óñëîâèåì: ÷èñëî ( ) /b a� DX äîëæíî
áûòü îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíûì. Êîëü ñêîðî ñóììà (6) çàâèñèò îò íà-
òóðàëüíîãî n, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü åå ïðåäåë â ñìûñëå Lim ïðè
n 	 w. Ïóñòü

l n
n n n

� �
	 	

�
Lim X( ) Lim

w w

b a
D .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

( ) ( , ) ( ) ( , )l F n F
n

X X X Lim X X XD D D D�
	 ++ w

a

b

a

b

.
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Îñíîâíîå òîæäåñòâî. Åñëè DX � �( )/b a n, n — íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî è äâå ôóíêöèè F( , ), ( , )X X X XD F D ñâÿçàíû óñëîâèåì

F
D

D F
D

D

D
D

X
X

X X
X

X

X
X X

� � �

�
� 

�
� 


�
� 

�
�
�2 2

, ,

( , )F , (7)

êîòîðîå èìååò ìåñòî â ñåðåäèíàõ ñóáèíòåðâàëîâ (5), ëèáî, ÷òî òî æå
ñàìîå, ñâÿçàíû óñëîâèåì

F D D ) F D

D

D
D

( , ( , )
,

X X X X X

X
X

X
X

� �
� �


�
� 

�
�F

2
, (8)

ãäå
X X X X X X� � � ��0 1 2 1a b, , ,... n D ,

òî

F( , ) ( , ) ( ,X X X X XD D F D F D )� �+ b a
a

b

. (9)

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ïîäñòàíîâêå (7) èëè (8) â (6) âñå ñëà-
ãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî, âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ F( , )X XD è òðåáóåòñÿ íàéòè
ñóììó (6), òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (7) èëè (8) è
çàïèñàòü ðåçóëüòàò â ôîðìå (9).

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíî, ÷òî ôóíêöèè F( , )X XD , F D( , )X X îïðåäå-
ëåíû íå òîëüêî â ñåðåäèíàõ è êîíöàõ îòðåçêîâ DX, íî è ïðè ëþáûõ
X X, D . Òîãäà âûïîëíåíèå (7) áåç îãðàíè÷åíèé (5) òàêæå ãàðàíòèðóåò
âûïîëíåíèå (9).

Åñëè ôóíêöèÿ F1 ðåøàåò çàäà÷ó äëÿ F1, à ôóíêöèÿ F2 — äëÿ F2,
òî ôóíêöèÿ F F F� �C C1 1 2 2 ðåøàåò çàäà÷ó äëÿ F C F C F� �1 1 2 2.
Äàëåå,

F F( , ) ( , )X X X X X XD D D D� �+ +
a

b

b

a

.

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè DX � �( ) /b a n, â ëåâîé ÷àñòè DX � �( )/a b n.
Ôóíêöèÿ F D )( ,X X èìååò ÿñíûé ñìûñë. Åñëè Fåñòü ðåøåíèå óðàâíå-
íèé (8) èëè (7), òî F � const åñòü òàêæå ðåøåíèå. Ïîñòîÿííóþ ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

F D )( ,a X � 0.
Òîãäà

F( , ) ( ,X X X X X
X

D D F D )
0

�

+ � � ,

ãäå �X X/ D — öåëîå ÷èñëî.
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Íèæå â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî âàðèàíòà áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
óðàâíåíèÿ â ôîðìå (8).

Ïîäâåäåì èòîã.
10. Åñëè ôóíêöèÿ F D( , )X X òàêîâà, ÷òî

F D D ) F D

D

D
D

( , ( , )
,

X X X X X

X

X
X X

� �
� �


�
� 

�
�F

2
(10)

ïðè
X X X X X X� � � ��0 1 2 1a b, , ,... n D ,

òî

( ) ( , ) , ,n F F FX X X X X X X
X

D D D D D D
D� �


�
� 

�
� � �


�
� 

�
�+ a a

a

b

2

3
2

�

� � �

�
� 

�
� � �. . . , ( , ( , .F b b a

D
D D F D ) F D )

X
X X X X

2

20. Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð è îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî îáðàòíûìè:

( ) ( ,
, ,

n ò
a

b

b
F

D
D F

D
D

D
D F D )

X
X

X X
X

X

X
X X

� � �

�
� 

�
� 


�
� 

�
�

� �2 2
F( D )a, .X

Ïðèìåðû.
1. Ôóíêöèÿ F F( , ) ( )X X XD D� îïåðàòîðîì (6) âîñïðèíèìàåòñÿ

êàê ïîñòîÿííàÿ:

F F( ) ( )( )D D DX X X� �+ b a
a

b

.

Â ÷àñòíîñòè, DX � �+ b a
a

b

, ( ) (D D DX X X )� �+ b a
a

b

,

( ) ( ) ( ).D D DX X X2 2� �+ b a
a

b

2. 3 2 3 21

4
X X X X XD D� �+ ( ) ,

a

b

a

b

3. 3 2 2 31

4
X X X X��

��
�
��

�+ ( )D D
a

b

a

b

,

ãäå, êàê îáû÷íî, f f f( ) ( (X
a

b
b) a)� � .
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§ 32. Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.
Ïóñòü v — íåêîòîðîå ÷èñëî èç ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà,

v n( ) — ïðèáëèæåíèå v; v n( ) — îáû÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàïðèìåð,
åñëè v � ww, òî v n nn( ) � . Åñëè ïðîìåæóòîê [ , ]a b ìîæíî ðàçáèòü íà n
÷àñòåé, òî åãî, êîíå÷íî, ìîæíî ðàçáèòü è íà v n( ) ÷àñòåé. Òîãäà

D DX X� �
�

( ( ))
( )

v n
v n

b a
.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim ïðè n 	 w. Ïðåäåë îáîçíà÷èì êàê

D DX Lim X( ) ( ( ))v v n
n v

� �
	

�
w

b a
.

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíñòðóìåíòîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
limit ïðè v 	 �. ßñíî, ÷òî

limit X limit Lim X limit
v v n v

v v n
v	� 	� 	 	�

� � �
�

D D( ) ( ( ))
w

b a
0.

Áîëåå êðàòêàÿ çàïèñü ñëåäóþùàÿ: DX 	 0.
Îïðåäåëåíèå 32.1. Åñëè ïðè DX 	 0 ïðåäåë ñóììû (6) § 31 ñóùåñò-

âóåò, òî äàííûé ïðåäåë áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

limit Lim (X X) X ) X X
v n

F v n F d
	� 	 + +�

w
a

b

a

b

, ( ( ) ( )D D (1)

è íàçûâàòü èíòåãðàëîì îò F(X).
Çäåñü ïîä F(X) ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë

limit X X) X)
X 0D

D
	

�F F( , ( .

Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

limit X X) X)
X 0D

F D F
	

�( , ( .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óêàçàííûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò. Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè (7) § 31 è ÷òî
îí ðàâåí �F (X). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F d( (X) X � �+ F F(b) a)
a

b

, (2)

ãäå
d

d
F

F(
(

X)

X
X)� .

Òî åñòü ìû ïðèøëè ê ôîðìóëå Íüþòîíà — Ëåéáíèöà.
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Îòìåòèì, ÷òî âûøå ìû îïåðèðîâàëè òîëüêî ðàâíîìåðíûìè ðàç-
áèåíèÿìè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ è ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì
âûáîðà òî÷åê (5) § 31, ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëàõ äëÿ èíòåãðàëüíûõ
ñóìì. Â îïðåäåëåíèè æå èíòåãðàëà Ðèìàíà ââîäèòñÿ óñëîâèå î íåçà-
âèñèìîñòè ïðåäåëà îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà
èíòåðâàëû, à òàêæå óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òî÷åê âíóòðè èíòåðâàëîâ. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè âñå ðàññìîò-
ðåííûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû ìîæíî äîïîëíèòü àíàëîãè÷íûìè
óêàçàíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíÿòûå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè óäîâëåòâîðÿþò. Äëÿ êëàñ-
ñà ôóíêöèé, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè êëàññè-
÷åñêîãî àíàëèçà, èìååò ìåñòî ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà. Íà
äàííûé êëàññ ôóíêöèé ïåðåíîñèòñÿ âñÿ òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ
[116], âêëþ÷àÿ ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì îò
�� äî ��. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî âî âñåõ âûêëàäêàõ íà-
ðÿäó ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè òåïåðü ìîãóò ôèãóðèðîâàòü ÷èñëà w è
E � 1/ w.

Ïðèìåðû. Ïðåæäå âñåãî ñäåëàåì ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû â ïðèìå-
ðàõ § 31:

d dX X X X� � � �

�
�+ +b a

a

b

a

b

a

b

; .3 2 3

Âòîðîé ïðèìåð ñîâïàë ñ òðåòüèì.
Äàëåå,

ò ò
a

b
w

w

a

b w

w
wX X ln

X X

X
d

d� �
�

�

1

1
1

, , ò
1

�

� �dX

X
.

§ 33. Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû
îò íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé ðàçðûâíûõ ôóíêöèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ
íà äðóãîé ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå
íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè. Äàííûå ïðîäîëæåíèÿ áóäóò
óæå ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíûìè. Èíòåãðàëû îò íèõ ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ôîðìóëå (2) § 32. Â íåêîòîðîé ñòåïåíè äàííûå èíòåãðàëû õàðàê-
òåðèçóþò èñõîäíóþ ôóíêöèþ è ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ U � F(X) çàäàíà ïðè

X E E� � � � � � �� �x x x x xm
mw w. . . . . .1 0 1 2

2 .

Çäåñü ïî-ïðåæíåìó êîîðäèíàòû

õ õ õ õ õ� �m, ... , , , ...1 0 1 2 (1)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàðÿäó ñ ïåðåìåííû-
ìè (1) óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:

h w h w

x x

m m
m� � �

� , � ,

� �õ õ õ õ

õ õ

,... , ,

, ,... .

1 1 0

1 1 2 2
2

(2)

Òîãäà
X

X)

� � � � � � � � �

�

h h x x x

h h x
m w

m

. . . . . . . . .,

( ( ,... , ,
1 1 2

1

x

F f x 1,... ,...).xw

(3)

Òàì, ãäå âîçìîæíî, èíäåêñû áóäåì îïóñêàòü, ïîëàãàÿ

h h x x1 1� �, .

Òàêèì îáðàçîì, îäíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ñêàëÿðíîãî àð-
ãóìåíòà X ñâåëàñü ê ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (2). Äèàïàçîí èç-
ìåíåíèÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ (2) ñòðîãî îãðàíè÷åí. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî íàáîðà àðãóìåíòîâ (2) èõ ñóììà (3) áóäåò äàâàòü åäèíñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé X.

Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãèåé, îïèñàííîé â § 25. Ïðîäîëæèì
ôóíêöèþ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Ïî ýòèì ïåðåìåííûì ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà, è êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà-
÷åíèÿ, ò.å. ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè — ýòî ñíÿòèå îãðàíè÷åíèé íà äèà-
ïàçîí èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò (3). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïðÿìîé ÎÕ ïðî-
äîëæåííàÿ ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íîé. Íàïðèìåð, çíà-
÷åíèþ F( )1 ñîîòâåòñòâóþò ëþáûå çíà÷åíèÿ F(X) ïðè X èç íàáîðà

X � � � � � � �h h xm . . . . . .1 1 1x .

Â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ( ,... , ...)h xm x 1 äàííàÿ
ôóíêöèÿ áóäåò, êîíå÷íî, îäíîçíà÷íîé. Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé òàê, ÷òî èíòåãðàëû îò íåå ñóùåñòâóþò.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå âàðèàíòû.
10. Ïîëîæèì õ õ õ1 2 0� � � � �. . . . . .w è çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ

õ õ� �m,... 1. Òåïåðü F — ýòî ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà õ. Èíòåãðàë îò
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íåå F õ õ x dx( ,... , , , ...)� �+ m
a

b

1 0 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Íüþòîíà —

Ëåéáíèöà. Çíà÷åíèÿ õ õ�m,... 1 èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ. Àíàëîãè÷-
íî ââîäÿòñÿ èíòåãðàëû ïî ëþáîé èç ïåðåìåííûõ ìèêðî- èëè ìåãà-
óðîâíÿ.

20. Âîçüìåì òåïåðü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð ïåðå-
ìåííûõ h è õ. Âñå îñòàëüíûå àðãóìåíòû çàôèêñèðóåì è áóäåì îòíî-
ñèòü èõ ê çàäàííûì ïàðàìåòðàì. Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ïî õ è h. Ïî îáðàçöó § 32 â äàííîé ïëîñêîñòè Îõh ìîæíî ââåñòè
äâîéíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Fdx d Fdl Fdx Fd
D ABAB
++ ++ �h h, , ,

ãäå D— îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, AB — äóãà â îáëàñòè D, l — ïàðàìåòð
äóãè.

30. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè òðîéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòå-
ãðàëû, à òàêæå ìíîãîêðàòíûå è ãèïåðïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû.

40. Òàê êàê ÷èñëî ïåðåìåííûõ íåîãðàíè÷åííî âåëèêî, íåòðóäíî
ïîñòðîèòü èíòåãðàëû êðàòíîñòè w w w w nw, ,... , ... , ... . . .� 1 2 .

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñòðîèòü ñêîëüêî óãîäíî êîíñòðóêöèé.
ßñíî, ÷òî âûáîð êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ äîëæåí äèêòîâàòüñÿ ñî-
îáðàæåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ïîòðåáíîñòÿìè òåîðèè è ïðèëîæå-
íèÿìè.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå. Îäíàêî
ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ âåñüìà óçêîãî êëàññà ôóíêöèé, à èìåííî
ôóíêöèé, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè
íà îáû÷íîé àðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ôîðìàëüíûé ïðèçíàê òàêèõ ôóíê-
öèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè ïåðåõîäå
àðãóìåíòà ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ïðÿìîé íà åå äðóãèå óðîâíè,
ò.å. íåïðåðûâíûìè ïî òèïó 1 (Lim-íåïðåðûâíûìè). Ýòîò ñëó÷àé ðàñ-
ñìîòðåí â § 32. Èíòåãðèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé ôóíê-
öèè òàêæå âîçìîæíî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåõíèêè. Äàííûé ñëó÷àé
ðàññìîòðåí â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå. Îäíàêî îñíîâíîé öåëüþ äëÿ íàñ
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ñàìèõ ôóíêöèé, à íå èõ ïðîäîëæåíèé.
Ïðè÷åì òèïè÷íîé áóäåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íåïðåðûâíîñòü òèïà 1 óæå
íå èìååò ìåñòà. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà ñïåöèàëü-
íûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäóþùèå òðè ïàðàãðàôà (§ 34–36)
ïîñâÿùåíû èõ îïèñàíèþ.
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§ 34. Ñâåäåíèå çàäà÷è îïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ê ðåøåíèþ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷

Òåîðåìà 34.1. Ïóñòü íåêîòîðûé èíòåðâàë ðàçáèò íà ñóáèíòåðâà-

ëû. Òîãäà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ

çàäà÷.

Çàäà÷à À. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ñóáèíòåðâàëàì.

Çàäà÷à Â. Ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûì êðàåâûì óñ-

ëîâèåì.

· Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G ( ,a b) — çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî

ïðîìåæóòêó ( ,a b). Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïîêà íå èçâåñòåí.
Îäíàêî ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå àääèòèâíîñòè: åñëè 0 � �g b, òî

G G G( , ( , ) ( , )a b) a g g b� � .

Ïóñòü èíòåðâàë [ , ]a b ðàçáèò òî÷êàìè X X X1 2 1, ,... n� íà ñóáèíòåð-
âàëû äëèíîé DX. Òîãäà

G G G G n( , ( , ) ( , ) ... ( ,a b) a b)� � � � �X X X X1 1 2 1 , (1)

G G G G( , , ( , ( , ( ,a a) a a� � � � �0 X X) X) X X X)D D , (2)

ãäå

DX X X X X� �
�

�
b a

n
n, , ,...1 2 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èíòåðâàëó [ , ]a b ñâå-
ëàñü ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ñóáèíòåðâàëàì è ñóììèðîâàíèþ ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âû÷èñëåíèå ñóììû (1) ðàâíîñèëüíî ðåøå-
íèþ óðàâíåíèÿ (2) ïðè çàäàííîì êðàåâîì óñëîâèè [117]. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Â ñóùíîñòè, òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé. Îäíàêî â äàëüíåéøåì
îíà áóäåò èìåòü áîëüøîå çíà÷åíèå. Íèæå áîëåå óäîáíûìè áóäóò ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñóáèíòåðâàëà äîñòàòî÷íî
óêàçàòü åãî öåíòð è äëèíó. Ïîëîæèì

G F

n

( , , ,

, ,..., .

X X X) X X X

X X X X

X� � �

�
� 

�
�

� �

D D D
D

2

0 1 1

(3)
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Ôóíêöèÿ F èìååò ñìûñë ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïî ñóáèíòåð-
âàëó ( , )X X X� D . Êðàåâîå óñëîâèå è óðàâíåíèå (2) çàïèøóòñÿ òàê:

G F

G G

( , ) , ( ,
, ,

X X X
X X

X
X X

X

X
0 0

0 0

0 2 2�



�
� 

�
� 


�
� 

�
�
�

� � �
D D

D
DX), (4)

ãäå

X X X
X X X X� � � � � � ��0 1
2 2 2 2

D D D D
a b, ..., n

— ñåðåäèíû ñóáèíòåðâàëîâ. Â îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ïðèíÿòû âûøå,
ìîæíî çàïèñàòü

F G( , ( ,X X) XD D �+ a b)
a

b

.

Ïîäâåäåì èòîã. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëó [ , ]a b
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ (3) ïî ñóáèíòåðâàëàì è ðåøåíèþ
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (4) ïðè èçâåñòíîì êðàåâîì óñëîâèè. Òèïè÷-
íûì áóäåò ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò äëèíû
ñóáèíòåðâàëà DX. (Ýòîò àðãóìåíò ôóíêöèè G ÿâíî íå óêàçàí.) Ôîð-
ìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà óêëàäûâàåòñÿ â äàííóþ ñõåìó êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì äëèíà ñóáèíòåðâàëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â äèôôåðåíöèàëüíîå.

§ 35. Èñ÷èñëåíèå àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ïðîáëåìà îïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ôóíêöèè ïî åå çàäàííîé ïðîèçâîäíîé. Äàí-
íàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê èñ÷èñëåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå áîëåå òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäà èñêî-
ìóþ ôóíêöèþ íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü íå èç äèôôåðåíöèàëüíîãî,
à èç ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (10) § 31. Çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû èñ÷èñëåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [117]. Ñïåöèôèêà ðàññìàò-
ðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå ìîæåò
çàâèñåòü îò äëèíû èíòåðâàëà DX. Êðîìå òîãî, êàê ïðàâèëî, àðãóìåí-
òû X è DX áóäóò ïðèíàäëåæàòü ê ðàçëè÷íûì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì
ïðÿìîé. Îñíîâíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà X ïðèíàäëåæèò
ê âåùåñòâåííîìó óðîâíþ, à DX — ê ïåðâîìó ìèêðîóðîâíþ íåàðõè-
ìåäîâîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå DX áóäåò àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íî ìà-
ëîé âåëè÷èíîé è ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äàííîãî òèïà ìîæíî
îòíåñòè ê èñ÷èñëåíèþ àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ DX ïîðÿäêà E
è ââåäåì îáîçíà÷åíèå DX � r. Ïðèäàäèì óðàâíåíèþ (10) § 31 ñëåäóþ-
ùèé âèä:

F F( , ( ,
( ,

x x
f x

� �
�

r r) r)

r
r).

ãäå ôóíêöèÿ f x( ,r) çàäàíà.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíå-

íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

f x g xi i

i

( , ( ( )r) l r)� ' .
Òîãäà

F( ) Yx xi i

i

, ( ( ,r l r) r)� ' ,

ãäå l r)i( èçâåñòíî, à ôóíêöèÿ Yi óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Y Y( , ( ,
( )

x x
g x

� �
�

r r) r)

r
. (1)

Èíäåêñ i îïóùåí. Äàííîå óðàâíåíèå óæå ïðîùå, ÷åì èñõîäíîå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè Y( , , ( )x g xr) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî

ãëàäêèìè è Y ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ íåñ÷åò-
íîãî ðÿäà

Y( , ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

( )

x a x a x a x a x

a x

n
nr) r r r

rw

� � � � � �

�
0 1 2

2

w r� � �. . . ( ) ... .a xv
v

(2)

Ïðîäîëæàÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ôîðìóëó Òåéëîðà íà íåñ÷åòíûé ðÿä,
ïîëó÷èì

a x a x

n
a x a a

n
0 0

0 0

2

0

1

2 3

( ( )

! ! !
( ) ...

� �
� � � �� � ��� � �

�r)

r

r r r
a x

a

n
0

1

01

( )

(

( ) ...

.. . .
( ) !

�

� �
�

�

r

w

w
w)

(3)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a x a x1( ) ... ( ) ...w ôîðìóëû áóäóò òàêèìè æå.
Ïîäñòàâèì (2) â (1), ñäåëàåì çàìåíó (3) è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè r. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

� � ��
��

�
��
� � ���� � ��� �� �

a x
a a a a a

0
0 1 2 0 1 2

2 1 3 2 1
( )

! ! ! ! !
r r

��
�
��
�

� � � �
�

�
�
�

�

�
�
�
� �

��� �� �
r3 0

4
1 2 3

4 3 2 1

a a a a
( )

! ! ! !
. . . g x( ).

192

Ã ë à â à 8



Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè îò ríå çàâèñèò. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âûðàæå-
íèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Îòñþäà

a x g x dx c a x c

a x

a

a a

0 0 1
0

1

2
1 0

2

2

( ) ( ) ; ( ) ;

( )

!

!

� � � � �

� � �

+
�

� ��

3 2 3 4
2 3

2 1 0
3

! ! ! !
; ( ) ...� � � � � � 0 0

� �� ���
c a x c

a a a
(4)

ãäå c c0 1, ,... — ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñòîÿííûå äàþò âêëàä
â ðàçëîæåíèå (2) â âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè r:

C c c c( ...r) r r� � � �0 1 2
2 .

Òàêèì îáðàçîì, Y( )x,r îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
ôóíêöèè îò r. Ýòî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñòðóêòóðû (1). Áîëåå
òîãî, èç (1) âèäíî, ÷òî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáîé
ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì r:

Ñ x Ñ x( , ( ,� �r r) r).

Ôóíêöèÿ C(r) âêëþ÷åíà â Ñ x( ,r), ïîýòîìó íèæå ïîëîæèì
c c0 1 0� � �. . . è îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå (4). Åå çàìå÷àòåëüíàÿ îñîáåí-
íîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êàæäîì èç ðàâåíñòâ âñå ÷ëåíû ìåæäó ñîáîé
ïîäîáíû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò î÷åíü ìíîãîå. Êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå
ñîáèðàþòñÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, íî-
ñÿò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð è îò âèäà ôóíêöèè g x( ) íå çàâèñÿò:

a x k g x dx

a x k g x a x k g x a x

0 0

1 1 2 2 3

( ) ( ) ,

( ) ( ); ( ) ( ), ( )

�

� � � � �
+

� � ��k g x3 ( ),...,

ãäå
k

k

k

k

k

k

k k

k k k

0

1
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2
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� � �

� � � �
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,

,

,

,

!

! !

! ! !

� � � �

� � � � � �

k k k k

k k k k k
k

3 2 1 0

5
4 3 2 1 0

2 3 4 5

2 3 4 5 6

! ! ! !

! ! ! ! !

,

,.. . .

(5)
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Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

Y( , ( ) ( ) ( ) ...x k g x dx k g x k g x

kn
n

r) r r

r

� � � � � � � � �

�

+
�

�

0 1 2
2

1
1

1
1g x k g x Ñ xn( ) (( ) ... ( ) ... ( , .� � � � ��

�
w

w w)r r)
(6)

Êîýôôèöèåíòû k k k0 1 2, , ,... ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê
÷èñëà Ýéëåðà [117]. Èçâåñòíî, ÷òî

k k k3 5 7 0� � � �. . .
è

k

k

n

n

2 2

2
2

1

4
0 0253303� 	 � 1 �

p
, ...

ïðè óâåëè÷åíèè n.
Èòàê, ÷èñëî ìàñøòàáíûõ óðîâíåé (ñòåïåíåé r) â ðåøåíèè (6) çà-

âèñèò îò ÷èñëà íåíóëåâûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûìè îáëàäàåò ôóíê-
öèÿ g õ( ). Ïðè ýòîì ïåðåõîä ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé
óïðàâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ïîñòîÿííîé, ðàâíîé 0,0253303… . Èìåí-
íî ê ýòîé ïîñòîÿííîé ñòðåìèòñÿ ìîäóëü îòíîøåíèÿ ñîñåäíèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè (6).

Çàìå÷àíèå 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòûêà ëþáûõ ïàð ìàñøòàáíûõ óðîâíåé íå-
àðõèìåäîâîé ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 2. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ äîëæåí
ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû (5) è ïîäâåäåì èòîã. Ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ
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g x
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Çäåñü Ñ õi( ,r) — ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì r:

Ñ õ Ñ õi i( , ( ,� �r r) r).

Îòíîøåíèÿ ñîñåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ â äàííîì ðàçëîæåíèè ðàâíû:
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40.
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Èòàê, âûøå â § 34, 35 ðàññìîòðåíû âñïîìîãàòåëüíûå ôîðìóëû,
êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé, ðàç-
ðûâíûõ íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Äàëåå ðàññìîò-
ðèì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå — ïîíÿòèå òî÷êè ãîðèçîíòà.

§ 36. Êîíöåïöèÿ òî÷êè ãîðèçîíòà

Â îáû÷íîé æèçíè òî÷êà ãîðèçîíòà — ýòî òî÷êà, ãäå «íåáî ñìûêà-
åòñÿ ñ çåìëåé». Íàøè íàáëþäåíèÿ «çåìëè» ïðîñòèðàþòñÿ òîëüêî äî
òî÷êè ãîðèçîíòà. À ÷òî äàëüøå? Ëîãè÷íî áûëî áû ñ÷èòàòü, ÷òî ðàç
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«íåáî ñìûêàåòñÿ ñ çåìëåé», òî äàëüøå íà÷èíàåòñÿ íîâàÿ ðåàëüíîñòü,
èìåíóåìàÿ «íåáîì». È ýòà íîâàÿ ðåàëüíîñòü äëÿ íàáëþäåíèé ñ «çåì-
ëè» — çàêðûòà.

Êîãäà ìû ðàçìûøëÿåì î ïðîáëåìàõ áåñêîíå÷íîñòè, òî ñòàëêèâà-
åìñÿ ñ íå÷òî ïîäîáíûì. Ïóñòü îáëàñòü êîíå÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë — ýòî «çåìëÿ» è íàì äîñòóïíî ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî. Íî âåäü íà
ïðÿìîé åñòü è òî÷êà «áåñêîíå÷íîñòü»! Îíà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåàëüíîé
è ñîçäàíà èç òîãî æå ñàìîãî ìàòåðèàëà, ÷òî è êîíå÷íûå âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà. Êàê ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïåðåõîä îò êîíå÷íûõ ÷èñåë ê
áåñêîíå÷íîñòè? Ðåàëüíûé îïûò ó÷èò íàñ, ÷òî ëþáîé ïåðåõîä â íîâîå
êà÷åñòâî, â íîâóþ ðåàëüíîñòü âñåãäà ñîâåðøàåòñÿ ñêà÷êîì. Íàïðè-
ìåð, ïåðåõîä «ãóñåíèöà — êîêîí — áàáî÷êà». Ýòîò ïåðåõîä ñîâåðøà-
åòñÿ â èíòåðâàëå, êîòîðûé è äëÿ ãóñåíèöû, è äëÿ áàáî÷êè ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ãîðèçîíòà, ðàçäåëÿþùåé ðåàëüíîñòè ðàçíîãî ïëàíà. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ òî÷êà ðàçäåëÿåò òàêæå è îáëàñòè êîíå÷-
íîãî è áåñêîíå÷íîãî.

Êîíöåïöèÿ òî÷êè ãîðèçîíòà.
Òî÷êà ãîðèçîíòà — ýòî òî÷êà, ãäå ñìûêàþòñÿ îáëàñòè êîíå÷íîãî

è áåñêîíå÷íîãî. Òî÷êà ãîðèçîíòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè êîíå÷íîãî, åñëè
îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ èç îáëàñòè êîíå÷íîãî; òî÷êà ãîðèçîíòà îòíî-
ñèòñÿ ê îáëàñòè áåñêîíå÷íîãî, åñëè îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ èç îáëàñòè
áåñêîíå÷íîãî (ðèñ. 8.2).

Ýòî, êîíå÷íî, íå îïðåäåëåíèå, à èìåííî êîíöåïöèÿ. Íî îíà äàåò
âïîëíå êîíêðåòíûé âêëàä â àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îò-
ñþäà íåòðóäíî äàòü è îïðåäåëåíèå òî÷êè ãîðèçîíòà êàê èíñòðóìåíòà
èññëåäîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 36.1. Òî÷êîé ãîðèçîíòà áóäåì íàçûâàòü îáîçíà÷åííûé
èíòåðâàë, ãðàíèöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ê ðàçëè÷íûì ìàñøòàáíûì
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óðîâíÿì ÷èñëîâîé îáëàñòè. Âûáîð ãðàíèö èíòåðâàëà çàâèñèò îò ñïåöè-
ôèêè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òî÷êà ãîðèçîíòà — ýòî èíòåðâàë. Îáî-
çíà÷èì åãî êàê (2 2� �, ) è áóäåì íàçûâàòü òàêæå çîíîé ïåðåõîäà ìå-
æäó ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè. Ãðàíèöû èíòåðâàëà ìîæíî âûáèðàòü
èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ òîëüêî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå åå ÷å-
ðåç äàííûé èíòåðâàë. Ïðè ýòîì âíóòðè èíòåðâàëà ôóíêöèÿ ìîæåò
áûòü äàæå íå îïðåäåëåíà. Íè÷òî íå ìåøàåò òàêæå ðàññìîòðåòü íåêî-
òîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ãîðèçîíòà ( , )2 2� �

n n . Íàèáîëüøèé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà 2�
n è 2�

n âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

Lim
n

n n
	

� �2 � 2 �
w

( ) 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü êàê î òî÷êå ãîðèçîíòà, òàê è î çîíå
êîíòàêòà èëè êîíòàêòå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïîíÿòèå òî÷êè ãîðèçîíòà íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî çàäàííûì. Íî òàêîå æå îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî è â
ðåàëüíîé æèçíè. Ãîðèçîíò, êîòîðûé ìû íàáëþäàåì ñ âûñîòû ñîáñò-
âåííîãî ðîñòà, — ýòî îäíî, à ãîðèçîíò ñ âûñîòû ïòè÷üåãî ïîëåòà —
ýòî ñîâñåì äðóãîå.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà òî÷êó ãîðèçîíòà, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò âå-
ùåñòâåííûé ìàñøòàáíûé óðîâåíü è ïåðâûé ìåãàóðîâåíü (ðèñ. 8.3).

Ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ â òî÷êå X � 0 íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé ÎÕ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
òî÷êà ãîðèçîíòà äîñòèãàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè q îò íóëÿ. Ðàäè îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè òî÷-
êà ãîðèçîíòà ìîæåò îêàçàòüñÿ íà äðóãîì ðàññòîÿíèè îò íóëÿ. Îáîçíà-
÷èì äàííîå ðàññòîÿíèå ÷åðåç ð. Åñëè p q� , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ïðÿìàÿ â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
èìååì àíèçîòðîïíóþ ïðÿìóþ, íàïðèìåð ïðÿìóþ ñ ïàðàìåòðàìè
q p� �100 50, .

Íà÷íåì ïî òàêîé ïðÿìîé äâèæåíèå âïðàâî èç òî÷êè X � 0. Äîñ-
òèãíóâ çíà÷åíèÿ õ � 100, ìû çàòåì ïåðåñåêàåì òî÷êó ãîðèçîíòà è ïî-
ïàäàåì íà ïåðâûé ìåãàóðîâåíü, íàïðèìåð â òî÷êó X � �2 50w .
Ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäñòâî íàøåãî ïåðåäâèæåíèÿ ïî îñè
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ÎÕ ïîçâîëÿåò ñìåùàòüñÿ íà ðàññòîÿíèÿ, ðàâíûå ÿäðàì êîíå÷íûõ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, ìû íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàåì
òîëüêî êîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü äîñòóïíîñòè
òåïåðü ïðîñòèðàåòñÿ îò òî÷êè X � �2 50w äî X � �2 100w . Ïðè
X � �2 100w ìû ïåðåñåêàåì íîâóþ òî÷êó ãîðèçîíòà è ò.ä. Àíàëîãè÷-
íóþ êàðòèíó áóäåì èìåòü è ïðè äâèæåíèè â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè âäîëü îñè ÎÕ .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î êîíòàêòå îáëàñòåé êîíå÷-
íîãî è áåñêîíå÷íîãî óæå ïîäíèìàëñÿ â § 15. Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
êîíòàêòà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿë áû ñîáîé òî÷íóþ ãðàíü, íå ñóùåñòâó-
åò. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå òîò æå ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí ïîçè-
òèâíî: òî÷íîé ãðàíè íåò, íî âìåñòî íåå åñòü òî÷êà ãîðèçîíòà, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåííûé èíòåðâàë. Äàííûé èíòåðâàë è
åñòü êîíòàêò îáëàñòåé ñ ðàçíûìè ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè, íàïðèìåð
êîíòàêò ìåæäó âåùåñòâåííûì è ïåðâûì ìåãàóðîâíåì (ýòî îáëàñòè
êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî), ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ìåãàóðîâíÿìè,
ìåæäó âåùåñòâåííûì è ïåðâûì ìèêðîóðîâíåì è ò.ä.

Ââåäåííîå ïîíÿòèå òî÷êè ãîðèçîíòà (åãî ìîäåëü èçëîæåíà â ï. 2
§ 24) áëèçêî ê àíàëîãè÷íîìó ïîíÿòèþ àëüòåðíàòèâíîé òåîðèè ìíî-
æåñòâ Ï. Âîïåíêè [62]. Â àëüòåðíàòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ïîíÿòèå
ãîðèçîíòà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì. Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå îíî ñ íåîá-
õîäèìîñòüþ ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

§ 37. Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé,
ðàçðûâíûõ íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé
íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíîé ñëó÷àé, êîãäà
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáíûìè óðîâíÿ-
ìè íàðóøàåòñÿ. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå àíàëîãà òàêîãî ðîäà ðàçðû-
âîâ íåò. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè äåéñòâîâàòü íåëüçÿ è íåîáõîäèì ïîèñê
ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ U � F(X) îïðåäå-
ëåíà òîëüêî íà ïåðâîì ìåãàóðîâíå, âåùåñòâåííîì óðîâíå è ëþáûõ
ìèêðîóðîâíÿõ. Íàïðèìåð, F îïðåäåëåíà ïðè | |X � 10w. Ýòî çíà÷èò,
÷òî âòîðîé è ïîñëåäóþùèå ìåãàóðîâíè ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.
Ïóñòü

X � � � � �� �õ õ õ õ1 1w h h w, . (1)

Çäåñü ïî-ïðåæíåìó õ �1 — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à õ — ïåðåìåí-
íàÿ, êîòîðàÿ ïðîáåãàåò ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå ìèêðîóðîâíè. Â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè-
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ðàùåíèå � �Dõ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíîé. Íàïðèìåð,
âîçìîæíî, ÷òî | | ,. . . ,...Dõ � E Ew è âîîáùå | | /Dõ v� 1 , ãäå v — ëþáîå
÷èñëî èç ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà. (Íèæå ÷åðòó â îáîçíà-
÷åíèè õ áóäåì îïóñêàòü.) Íàïðîòèâ, ïðèðàùåíèå | |Dõ �1 ìîæåò áûòü
ìåíüøå, ÷åì 1/ n, ãäå n — ëþáîå ÷èñëî èç îáû÷íîãî íàòóðàëüíîãî
ðÿäà 1 2 3, , ... . Îäíàêî ìåíüøå, ÷åì E E, ...2 , ïðèðàùåíèå | |Dõ �1 áûòü

óæå íå ìîæåò. Çíà÷èò, âîçìîæíî, ÷òî | | /Dh w� n äëÿ ëþáîãî n, íî
| | , , ,...Dh � 1 2E E óæå íåâîçìîæíî.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ìîäåëè, èçëîæåííîé â ãë. 6, òî ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ïðåäñòàâëåíèå àðãóìåíòà â ôîðìå (1) ïîõîæå íà ïðåäñòàâëåíèå
îáû÷íîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x âåù â âèäå ñóììû öåëîé è äðîáíîé
÷àñòåé:

x x x zâåù âåù âåù� � � �[ ] { } t.

Ïðèðàùåíèå | |Dz äîëæíî áûòü íå ìåíüøå åäèíèöû, ïðèðàùåíèå | |Dt
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, íî ñàìà âåëè÷èíà t � 1.

Òåïåðü î ôóíêöèè F(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî-íåïðåðûâíîé, ò.å. íåïðåðûâíîé ïî òèïó 2. Ïðåäïîëîæèì òàê-
æå, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ñîïðÿæåíèÿõ ëþáûõ ïàð ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé, êðîìå ñîïðÿæåíèÿ âåùåñòâåííîãî è ïåðâîãî ìåãàóðîâíÿ.
Ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà äàþò ïðèìåðû ïîäîáíûõ ôóíêöèé:

F ax b

F x kx

( ,

( .

X)

X)

� �

� � �

h

h h2 22

Îáå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî-íåïðåðûâíûìè, ò.å. íåïðåðûâíûìè
ïî òèïó 2. Åñëè a b� è k � 1, òî ôóíêöèè áóäóò íåïðåðûâíûìè òàêæå è
ïî òèïó 1, ò.å. íåïðåðûâíûìè íà ñòûêå ëþáûõ ïàð ìàñøòàáíûõ óðîâ-
íåé. Åñëè æå a b k� �, 1, òî ïðè ïåðåõîäå ñ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ íà
ìåãàóðîâåíü áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðàçðûâ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîñòðîèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò ïîäîáíûõ ôóíêöèé.

Ìîæíî óêàçàòü ðÿä åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèé, êîòîðûì äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü èñêîìûé èíòåãðàë.

10. Èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé äîëæåí áûòü ðàâåí ñóììå èíòå-
ãðàëîâ îò êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ; óìíîæåíèå ôóíêöèè íà êîíñòàíòó
äîëæíî ïðèâîäèòü ê óìíîæåíèþ èíòåãðàëà íà òó æå êîíñòàíòó.

20. Èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó [ , ]a b äîëæåí áûòü ðàâåí ñóììå èí-
òåãðàëîâ ïî [ , ]a g è [ , ]g b . Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë ïî [ , ]a b ðàâåí ìèíóñ
èíòåãðàëó ïî [ , ]b a . Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñò-
âàìè ñîãëàñîâàííîñòè, à èìåííî: åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èëè ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òà-
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êèì, ÷òî íàëè÷èå ðàçðûâîâ ìåæäó ìàñøòàáàìè íèêàê íå ïðîÿâëÿåò-
ñÿ, òî íåàðõèìåäîâ èíòåãðàë äîëæåí ïåðåõîäèòü â èíòåãðàë Ðèìàíà.

Äëÿ óêàçàííûõ âûøå ïðèìåðîâ ïîñëåäíèå òðåáîâàíèÿ îçíà÷àþò
ñëåäóþùåå:

30. Åñëè a b� èëè k � 1, òî äîëæíû èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû:

( ,

( )

ax a d a

x x d

� � �



�
�
�



�
�
�

� � � �

+ h)

h h

b a

b a

a

b

X

X

2 2

2 2
3 3

2 2

3
2

3
a

b

+ .

(2)

40. Åñëè äëèíà èíòåðâàëà b a� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî, òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è èíòåãðàë îò íåå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâè-
ëàì, ðàññìîòðåííûì âûøå. Íàïðèìåð, åñëè a w b w� � �2 2 1, , òî

% &( ,ax b d ax b dx a bx
x� � � � � �

�
� � � �

�++
�

h) w w
w

w

X 2
1

0
2

1

0

2

0

1

2

2 1

2
�

� � � � � � �

�

++
�

( ) [ ( ) ]x k x d x k x dx

x

2 2 2 2

0

1

2

2 1

3

2 2 2 2

3

h h w w
w

w

X

� �
�

�
�

�

�
�
�
�
�2 4
1

0
2 2k xw w .

(3)

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ âåëè÷èíà h w� 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, à õ èãðàåò ðîëü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ïîä X � �2w õ ïîíèìàòü âðåìÿ, òîh w� 2 — ýòî
íîìåð ãåîëîãè÷åñêîé ýïîõè, à õ — íàáëþäàåìîå âðåìÿ íà âåùåñòâåí-
íîì óðîâíå. Â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà [ , ]2 2 1w w � âîçìîæíîñòü ñìåíû
ãåîëîãè÷åñêèõ ýïîõ íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ, ïîýòîìó èíòåãðàë ñâîäèò-
ñÿ ê èíòåãðàëó ïî ïåðåìåííîé õ. Ïðè a b k� �, 1 çíà÷åíèÿ èíòåãðà-
ëîâ (3) ïåðåõîäÿò â çíà÷åíèÿ (2). Åñëè æå íåïðåðûâíîñòè ïî òèïó 1
íåò ( , )ò.å. a b k� � 1 , òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íåîáõîäèìî ââå-
ñòè ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó. Ïåðåéäåì ê åå îïèñàíèþ.

Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ èí-
òåðâàëà [ , ]a b íà îòðåçêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáèðàþòñÿ òî÷êè

a b� � � � � ��X X X X0 1 1... n n , (4)

êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ çà ãðàíèöû îòðåçêîâ. Êàæäàÿ òî÷êà (4) õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ïàðîé êîîðäèíàò ( , ): , ,...x x i ni i i i ih hX � � � 0 . Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî ïåðåéòè â ïëîñêîñòü ( ,x h) è ðàçëîæåíèå (4) èçîáðàçèòü
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êàê ( )n � 1 òî÷êó íà äàííîé ïëîñêîñòè. Âîçìîæíîñòè, êîòîðûå îò-
êðûâàþòñÿ íà ýòîì ïóòè, áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïîäðàçäå-
ëå. Ñåé÷àñ îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíîìåðíûì àíàëèçîì. Âíà÷àëå
óòî÷íèì ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü a h� �0 0õ ; b h� �å åõ ;
h h0 � å è

h h h h h0 1 0� � � � � � �. . . . . . ; ,...i n å i n. (5)

Î òî÷êàõ h i áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ïîïàëè â ïîëå íàøåãî çðåíèÿ
(ðèñ. 8.4). Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó X i i� h è áóäåì äâèãàòüñÿ îò
íåå âïðàâî ïî îñè OX ïî âåùåñòâåííîìó ìàñøòàáíîìó óðîâíþ. Ïðè
ýòîì ìû áóäåì ïðîõîäèòü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè X � �h i x. ßñíî,
÷òî ïåðåéòè ê òî÷êå ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì h h� i òàêèì îáðàçîì
íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè (5) ïðèíàäëåæàò ê ìåãàóðîâíþ
è ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì áåñ-
êîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, h h w2 1 0 1� � , . Ïîýòîìó ïåðå-
õîä ê áîëüøåìó çíà÷åíèþ h îò X � �h x âîçìîæåí òîëüêî ïóòåì
ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êè ãîðèçîíòà.

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ãîðèçîíòà ÷åðåç q. Òî÷íî òàê æå
ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ãîðèçîíòà ïðè äâèæåíèè â îòðèöàòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îáîçíà÷èì ÷åðåç p (ñì. § 36). Ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê
îáîçíà÷èì ÷åðåç A Bi i (ñì. ðèñ. 8.4). Îí èìååò äëèíó l p q� � . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûé îòðåçîê òàêæå íàõîäèòñÿ â ïîëå íàøåãî çðåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ð è q îò êîîðäèíàòû h íå çàâèñÿò. Äàí-
íîå îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì è îáëåã÷àåò òîëüêî
òåõíè÷åñêóþ ñòîðîíó äåëà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ðàçëîæåíèþ èíòåðâàëà èíòåãðèðî-
âàíèÿ íà îòðåçêè äâóõ ðîäîâ. Îòðåçêè ïåðâîãî ðîäà — ýòî îòðåçêè
A B A Bn n0 0,... . Â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç íèõ çíà÷åíèå h i ïîñòîÿííî.
Äàííûå îòðåçêè íàõîäÿòñÿ â ïîëå íàøåãî çðåíèÿ. Íàïðîòèâ, îòðåçêè
B A B An n0 1 1,... � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè ãîðèçîíòà, èëè çîíû êîí-
òàêòà ìåæäó ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè. Â èõ ïðåäåëàõ çíà÷åíèå h âîç-
ðàñòàåò.

Äàëüøå áóäåì äåéñòâîâàòü ñîãëàñíî ïðèíÿòîé êîíöåïöèè îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà. Ââåäåì ôóíêöèþ F F(( ,X) )� h õ è çàïèøåì
òîæäåñòâî

F( F F F F F F Fb) a)� � � � � � � �( [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ... [ ( )B A A B Bn0 0 1 0 ( )]An .
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Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî v v m
m

�
	

Lim
w

( ) èç ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëü-

íîãî ðÿäà. Ðàçîáüåì îòðåçêè A B A Bn n0 0,..., íà v m( ) ÷àñòåé, îáðàçóåì
ñóììû âèäà (1) § 32 è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó limit ïðè v 	 �. Â êàæäîì
èç óêàçàííûõ îòðåçêîâ âåëè÷èíà h ôèêñèðîâàíà (ýòî ãëàâíîå), ïî-
ýòîìó â ïðåäåëå ïîëó÷èì

F F( ) ( ) ( ) ( , )B A Q f x dxi i i i

p

q

� � �
�
+h h ,

ãäå

f x
x

x
( , )

( , )
h

h
�

-

-

F
.

Â èñêîìûé èíòåãðàë ïî èñõîäíîìó èíòåðâàëó [ , ]a b äîëæíà âîéòè
ñóììà èíòåãðàëîâ Q i( )h êî âñåì i îò 1 äî n. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü
òàê: ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ó÷àñòêàì îáùåé äëèíû, ðàâíîé
n l� , ðåøèëàñü. Äëèíà æå âñåãî èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà
b a� . Ñëåäîâàòåëüíî, íåèçâåñòíûì ïîêà îñòàåòñÿ çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà ïî ó÷àñòêàì B Ai i�1 îáùåé äëèíîé ( )b a� � �l n . Åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìîòðåòü ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé óêà-
çàííàÿ äëèíà äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó òàêîãî ïåðåõîäà. Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî
÷èñëà (b a)� è l ïðèíàäëåæàò ê ðàçëè÷íûì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì
ïðÿìîé. Íàïðèìåð, âîçìîæíî, ÷òî

l � � � �100 200 100, b a w . (6)

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîëíîñòüþ çàïîëíèòü èí-
òåðâàë b a� îòðåçêàìè äëèíîé l, ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî ê òèïó
Lim. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.
Âî-ïåðâûõ, íà èíòåðâàëå [ , ]a b äîëæíî óêëàäûâàòüñÿ öåëîå ÷èñëî îò-
ðåçêîâ l. Âî-âòîðûõ, ñàì çàêîí äðîáëåíèÿ èíòåðâàëà íà ÷àñòè äîëæåí
áûòü íåñêîëüêî èçìåíåí. Âûøå ìû ïðèíÿëè, ÷òî èíòåðâàë ðàçáèâà-
åòñÿ íà n îòðåçêîâ. Çíà÷èò, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ðàçáèåíèå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó: n � 1 2 3 4, , , ... . Äëÿ ïðåäåëüíûõ ïåðåõî-
äîâ â ñìûñëå Lim äàííûé çàêîí (n 	 w) çíà÷åíèå èìååò. Äëÿ íàøèõ
öåëåé íåîáõîäèìà áîëüøàÿ ñâîáîäà â âûáîðå çàêîíà äðîáëåíèÿ.
Ïóñòü íà ïåðâîì øàãå èíòåðâàë ðàçáèâàåòñÿ íà m( )1 îòðåçêîâ, íà âòî-
ðîì øàãå — íà m( )2 îòðåçêîâ, íà øàãå n — íà m n( ) îòðåçêîâ; m n( ) —
èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b a w� � �k h, ãäå k è h —
÷èñëà âåùåñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ. Èíòåðâàë èíòåãðèðîâà-
íèÿ áóäåò èñ÷åðïàí îòðåçêàìè l, åñëè

Lim
n

k h m n l
	

� � �
w

w[ ( ) ] 0, (7)
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îòñþäà

m n n
k

l

h

l
( ) � � .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a b� . Ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ãîðèçîíòà â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíî q, â îòðèöàòåëüíîì — p. Ïîýòîìó äîëæ-
íî áûòü

a h b h h h� � � � �0 0p qe e, , , (8)

à çíà÷èò, h l� è, êðîìå òîãî, k l/ — äîëæíî áûòü ÷èñëîì íàòóðàëü-
íûì. Â ïðèìåðå (6) äàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ. À êàê áûòü, åñëè
÷èñëî k l/ íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì, íàïðèìåð

q p l� � � � � � �60 40 100 10 3 50, , ; , ,a w b w

è, çíà÷èò, k l/ ,� 0 02? Âî-ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî ñ îòðåçêàìè íà êîíöàõ
èíòåðâàëà ïðîáëåì íåò. Ïî îòðåçêó [ , ]w w� �40 10 èíòåãðàë âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè h w� . Âû÷èòàÿ ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå èç èíòåãðàëà ïî îáëàñòè (8), ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëü-
òàò. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ äðóãîãî êîíöà èíòåðâàëà. Ïî-
ýòîìó äàëåå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì (8). Âîïðîñ ñ îòíîøå-
íèåì k l/ ,� 0 02 íåñêîëüêî ñëîæíåå.

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ïðåäïðèìåì ñëåäóþùåå. Âîçüìåì îòðåçîê
[ , ]w w3 è ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæèì ôóíêöèþ âïðàâî äî òî÷êè 101w.
Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ áóäåò îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå [ , ]w w101 . Ðàñ-
øèðèì èíòåðâàë äî [ , ]w w� �40 101 60 . (Èíòåãðàëû ïî äîáàâëåííûì
îòðåçêàì èçâåñòíû.) Òåïåðü k l/ � 1 — ÷èñëî íàòóðàëüíîå. Åñëè âû-
÷èñëèòü èíòåãðàë ïî äàííîé îáëàñòè, òî, ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ,
ëåãêî ïîäñ÷èòàòü èíòåãðàë è äëÿ èñõîäíîé îáëàñòè.

Äàëåå, èñõîäíîå çíà÷åíèå k l/ ,� 0 02— ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå è ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî. Íåòðóäíî äàòü îáîñíî-
âàíèå ïîäîáíîé ïðîöåäóðû è äëÿ èððàöèîíàëüíûõ k l/ . Òàêèì îáðà-
çîì, òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíöû îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âñå-
ãäà ëåæàò â òî÷êàõ (8), à óñëîâèå î òîì, ÷òî k l/ — ÷èñëî íàòóðàëüíîå,
ìîæíî ñíÿòü.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (7) ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî âñå çîíû êîíòàêòà ìåæäó ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè
èíòåðâàëà [ , ]a b âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè êîíòàêòà. Ïðåäïîëîæèì âíà-
÷àëå, ÷òî è ñóììà èíòåãðàëîâ ïî óêàçàííûì çîíàì êîíòàêòà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ñâåëàñü
ê ñóììèðîâàíèþ èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì À Bi i . Â êàæäîì èç ñëàãàå-
ìûõ ôèãóðèðóåò ïàðàìåòð h. Åñëè ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ãîðèçîíòà
â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ðàçëè÷íû, òî çíà-
÷åíèå h áåðåòñÿ íå â ñåðåäèíå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ îõâàòà
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ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ íåñêîëüêî îáîáùèì ïðèíÿòîå â § 31 îïðåäåëå-
íèå 31.1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ F(X) îïðåäåëåíà ïðè X )[ , ]a b . Âîçüìåì ðàâíî-
ìåðíîå ðàçáèåíèå íà îòðåçêè äëèíîé DX n n np q n� � � �( /b a) .

Îïðåäåëåíèå 37.1. Ïðèìåì, ÷òî

( , ) ( , ) ( ,

( ,

p q F F p

F p

n n n n n n n

n n

X X X X X

X

D D D )D

D D

� � �

� � �

+ a

a
a

b

X X X Xn n n n nF q)D D D� � �. . . ( , ) .b

(9)

Óêàçàíèå ( , )p qn n ïåðåä èíòåãðàëîì äîïóñêàåòñÿ ëèáî îïóñêàòü, ëèáî
çàìåíÿòü íà ðàâíîñèëüíîå.

Òåîðåìà 37.1. Åñëè

F D D F D

D
D

( , ) ( , )
( , )

X X X X X

X
X X

� �
� �n n n

n
n nF p , (10)

òî

( , ) ( , ( , ) , )p q Fn n n n n nX X X X XD )D F D F( D� �+ b a
a

b

. (11)

Âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ( /b a)� DX n — ÷èñëî íàòóðàëüíîå.
· Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òðèâèàëüíî. Ïîäñòàâëÿåì ðàâåíñòâà

(10) â (9) è ïîëó÷àåì (11). �
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (11) (ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ (10)) —

ýòî ïðîñòî òîæäåñòâî, â êîòîðîì äëÿ ãðóïïû ñëàãàåìûõ ââåäåíî ñïå-
öèàëüíîå îáîçíà÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà èíòåãðàëà. Êîëü
ñêîðî (11) — ýòî òîæäåñòâî è ÷èñëî n— åãî ïàðàìåòð, òî íè÷òî íå ìå-
øàåò ïðèìåíèòü ê îáåèì åãî ÷àñòÿì îïåðàòîð ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
Lim ïðè n 	 w:

Lim X X X Lim X
n

n n n n
n

np q F
	 	+

�

�
�
�

�

�
�
�
�

w
a

b

w
b( , ) ( , ) [ ( ,D D F D ) , )]� F( Da X n . (12)

Åñëè
p p q q l p q

n
n

n
n

n
n n� � � �

	 	 	
Lim Lim Lim

w w w
, , ( ),

òî áîëåå êîðîòêî ðàâåíñòâî (12) áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

( , ) ( , ( , ( ,p q F X X) X X) X)D D F D F D
a

b

b a+ � � . (13)

Çàïèñü (13) ëåãêî îòëè÷èòü îò çàïèñè òèïà (9), äàæå åñëè â ïîñëåäíåé
îïóñòèòü èíäåêñ n. Â (9) îòíîøåíèå äëèíû èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-
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íèÿ ê äëèíå ñóáèíòåðâàëà ðàâíî êîíå÷íîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, à
â (13) ýòî îòíîøåíèå åñòü àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Íà
ýòîì îñíîâàíèè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â (13) ïðîèçâåäåíî ðàçáèåíèå
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñóáèíòåðâàëû äëèíîé l è ÷èñëî èõ ÿâ-
ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Ðåçþìèðóåì ñäåëàííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ â âèäå òåîðåìû.
Òåîðåìà 37.2. Ïóñòü F f x( ( , )X) � h — ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà äâóõ

ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé: X � � � ��h wx x x1 .
Òîãäà îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò íåå ïî èíòåðâàëó [ , ]a b ðàâåí

F d f x dx
x

x

( ( , )X) X � ++ h
a

b

1

2

,

åñëè a h b h� � � �x x1 2, , è ðàâåí

( , ) ( ( , ) ( , ) (p q F d p q f x dx
l

p

q

X) X �
�

�
�
�

�

�
�
�

� �
�
+

1
h h b) aD F F( )

a

b

a

b

++ , (14)

åñëè

a h b h h h� � � � �0 0p qå å, , .

Ôóíêöèÿ F(h) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

F( F(h h)
h

� �
� �

�
+

l

l l
f p x dx

p

q
)

( , )
1

, (15)

p q, è l p q� � — ïàðàìåòðû èíòåãðàëà — íàçâàíû ðàññòîÿíèÿìè äî
òî÷êè ãîðèçîíòà â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ îñè
OX . Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

1

l

q p

l
f x dx

p

q

( , )
( , ) ( , )

h
j h j h

�
+ �

� �
,
-

-
�

j h
h

( , )
( , )

x

x
f x , (16)

òî ôîðìóëå (14) ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:

( , ) ( ( , ) ( (
( , ) ( , )

p q F d p q
q p

l
X) X � � �

� �
++
j h j h

h b) a)
a

b

a

b

D F F .

Çäåñü ôóíêöèÿ F(h) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

F F( ) ( ( , ) ( , )h h) j h j h� � � � � �

�
�

l

l

ð q ð p

p q
,
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

F F( ) ( ) ( , ) ( , )h h j h j h� � � � �
�

q p

l

q p

l
. (17)

(Âòîðîé àðãóìåíò l ó ôóíêöèè F íå âûïèñàí.)
Ïîñòðîåííàÿ êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïåðå÷èñëåííûì

âûøå òðåáîâàíèÿì. Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîãëà-
ñîâàííîñòè íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî
òèïó 1, ò.å.

-

-

-

-
�

f x f x

x

( , ) ( , )h

h

h
,

è, çíà÷èò, f x f x( , ) ( )h h� � . Òî åñòü ôóíêöèÿ ôàêòè÷åñêè çàâèñèò íå îò
äâóõ, à òîëüêî îò îäíîãî àðãóìåíòà. Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå (14), îò âåëè÷èíû ïà-
ðàìåòðîâ p q, íå çàâèñèò. Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî j h j h( , (õ õ) )� � . Â ýòîì
ñëó÷àå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (17) ñðàçó ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåøå-
íèþ: F( (h) j h)( . Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èíòåãðàë
(14) îò ïàðàìåòðîâ p q, íå çàâèñèò. Äàííûé ðåçóëüòàò ñòàíîâèòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè î÷åâèäíûì, åñëè îáðàòèòüñÿ ê òåîðåìå 34.1.

Ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ìîìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå èíòåãðàë îêàçûâàåòñÿ çàâèñèìûì íå òîëüêî îò èíòåðâàëà èíòåã-
ðèðîâàíèÿ è âèäà ôóíêöèè, íî òàêæå è îò ðàññòîÿíèé äî òî÷åê ãîðè-
çîíòà, ò.å. åùå îò äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äîëæíû âû-
áèðàòüñÿ èç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
ñòåïåíü äàííîé çàâèñèìîñòè è åå ïðèðîäó.

Èñïîëüçîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Áóäåì îïèðàòüñÿ
íà àíàëîãèþ, èçëîæåííóþ â § 27. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó a h� �0 p,
b h� �e q, h h0 � e . Âîçüìåì òåïåðü íåñêîëüêî áîëåå ïðîèçâîëüíîå
ðàçáèåíèå èíòåðâàëà íà ÷àñòè:

a b� � � � � ��X X X X0 1 1... n n .

Îáðàçóåì ñóììó

S Fn i

i

n

i� �
�
' ( )X X

1

D , (18)

ãäå
D D D

D D

X X Xi i i i i

i i i i i i

x

x x x

� � � �
� � � �

�

� �

1

1 1

h

h h h

,

,

è �X i — òî÷êà âíóòðè èëè íà ãðàíèöå èíòåðâàëà [ , ]X Xi i�1 . Äàííóþ
òî÷êó áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíîé, íî òîëüêî äî èçâåñòíîé ñòåïåíè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïëîñêîñòè Îõh òî÷êà �X i ëåæèò íà ïðÿìîëèíåé-
íîì îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè X i è X i�1. Â îñòàëüíûõ îòíîøå-
íèÿõ äàííàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ X ñâåëàñü ê
äâóì ïåðåìåííûì h è õ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ F( )X òàêæå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ:

F f x( ) ( , )X � h .

Ïðîäîëæèì äàííóþ ôóíêöèþ ñ óðîâíÿ ïåðåìåííîé h íà âåùåñòâåí-
íûé óðîâåíü è âñå ìèêðî- è ïðîìåæóòî÷íûå óðîâíè. Îáîçíà÷åíèå
äëÿ àðãóìåíòà h îñòàâèì ïðåæíèì.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó (18) â âèäå

S f x xn i i i i

i

n

� �
�
' ( , )( )h hD D

1

. (19)

Äàííàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ïðèáëèæåíèå
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà. Âûáåðåì â ïëîñêîñòè Îhõ íåêîòîðûé
ïóòü èç òî÷êè a â òî÷êó b (ðèñ. 8.5).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [ , ]a b , ïðè êîòî-
ðûõ âñå òî÷êè ðàçáèåíèÿ ëåæàò íà âûáðàííîì ïóòè. Çàìåíèì â ñóììå
(19) ÷èñëî îòðåçêîâ ñ n íà n( )n , ãäå n( )n — ïðèáëèæåíèå ÷èñëà n èç
ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó Lim

n
ïðè

n 	 w è çàòåì ê ïðåäåëó limit
n

ïðè n 	 �. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíû

âñåõ îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è, êðîìå òîãî, ïðåäåë ñóììû (19) ñó-
ùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê �X i . Äàí-
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íûé ïðåäåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë, äëÿ êîòî-
ðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

J f x d f x dx
L

� �+
a b

h h h( , ) ( , ) . (20)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëà (20) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû
êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Ãëàâíîå, ÷òî íàäî áóäåò ïîòîì ó÷åñòü, òàê ýòî
òî, ÷òî çíà÷åíèÿ h è õ ïðèíàäëåæàò «íà ñàìîì äåëå» íå ïëîñêîñòè,
à ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó, íàïðè-
ìåð, çíà÷åíèå f â òî÷êå h w� �2 10, x — ýòî äåéñòâèòåëüíî çíà÷åíèå
ñàìîé ôóíêöèè F(X), à çíà÷åíèå f â òî÷êå h w� �10 2, x — çíà÷åíèå
ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè F. Îòëè÷èòü îäíó ñèòóàöèþ îò äðóãîé íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Âîçüìåì òåïåðü äðóãîé ïóòü a b�L è ïîäñ÷èòàåì äëÿ íåãî èíòå-
ãðàë (20). Åñëè D— îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïóòÿìè Lè �L , òî ðàçëè÷èå
â êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëàõ ïî ðàçíûì ïóòÿì ìîæíî ïîäñ÷èòàòü
ïî ôîðìóëå Ãðèíà

f x dx f x d d dx
C D

f x f x

x
( , ) ( , )

( , ) ( , )
h h h h

h

h

h
� � �

�

�
�

�

�
�+

-

-

-

-++ , (21)

ãäå Ñ — êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé D. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè èíòå-
ãðàëà îò ïóòè èìååò âèä

-
-

(
-

-
f x f x

x

( , ) ( , )h

h

h
. (22)

Ïî-âèäèìîìó, ýòî öåíòðàëüíîå ìåñòî äàííûõ ïîñòðîåíèé. Âåäü
äðóãîé ïóòü èç a â b îçíà÷àåò äðóãîé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ îòðåçêà íåàð-
õèìåäîâîé ïðÿìîé íà ÷àñòè. Çíà÷èò, åñëè óñëîâèå (22) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, òî ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷àñòè. Äàííóþ ñèòóàöèþ íåîáõîäèìî
îáñóäèòü ïîäðîáíåå. Âî-ïåðâûõ, ÷òî îçíà÷àåò óñëîâèå (22)? Îíî
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f x( , )h ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ
ê ôóíêöèè òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé îò àðãóìåíòà h � x. Ïîñëåäíåå,
â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ F(X) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ïðè ïåðåõîäå ñ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ ïðÿìîé íà ïåðâûé ìåãà-
óðîâåíü.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (20) íå çàâèñèò îò
ïóòè òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñ-
øòàáíûõ óðîâíåé. Äëÿ ôóíêöèé, ðàçðûâíûõ íà ñòûêå ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé, ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ çàâè-
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ñèò è, çíà÷èò, çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-
íèÿ íà ÷àñòè.

Ïîõîæèå ñèòóàöèè âñòðå÷àþòñÿ è â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íåçàâèñèìîñòü ïðåäåëà èíòåãðàëüíîé ñóììû îò ñïîñîáà
ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà íà ÷àñòè èìååò ìåñòî äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé, à òàêæå äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè, íî «íå
ñëèøêîì» ðàçðûâíûìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ Äèðèõëå óæå íåèíòåã-
ðèðóåìà ïî Ðèìàíó. Îäíàêî ýòîò ôàêò íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ
ïîèñêà èíòåãðàëîâ. Òðåáóåòñÿ òîëüêî èçìåíèòü ñàìî ïîíÿòèå èíòå-
ãðàëà.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ñòîëêíóëèñü ñ àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèåé.
Çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ,
ðàçðûâíàÿ íà ñòûêå äâóõ óðîâíåé, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â êëàññè÷å-
ñêîì ñìûñëå òàêæå ÿâëÿåòñÿ «ñëèøêîì ðàçðûâíîé». Ìîæíî óêàçàòü
òðè âàðèàíòà ïðåîäîëåíèÿ äàííîé òðóäíîñòè. Ïåðâûé — îáúÿâèòü,
÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (22) èíòåãðàëà íå ñóùåñòâóåò. Ýòîò âàðè-
àíò íåïðèåìëåì ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Êàê óêàçûâàëîñü, îñíîâíîå
ñâîéñòâî íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé ñîñòîèò â åå ìíîãîìàñøòàáíîñòè.
À ìíîãîìàñøòàáíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå çà-
âèñÿò èìåííî îò äâóõ, à íå îò îäíîãî àðãóìåíòà. Èíûìè ñëîâàìè,
òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå îãðàíè÷åíèþ (22) íå ïîä÷èíÿþòñÿ.

Âòîðîé âàðèàíò ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Êîëü ñêîðî èíòåãðàë
çàâèñèò îò ïóòè L, òî ìîæíî âçÿòü âñå âîçìîæíûå ïóòè è â êà÷åñòâå
èíòåãðàëà ââåñòè íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî âñåì ïóòÿì. Â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Ôåéíìàíó è ïðèâîäèò ê óñïå-
õó [118]. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïîòðåáíîñòè èìåííî â òàêîé
èíòåðïðåòàöèè èíòåãðàëà â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå âèäíî.

Òðåòèé âàðèàíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì. Åñëè
èíòåãðàë çàâèñèò îò ïóòè, òî, ìîæåò áûòü, ñðåäè âñåõ ïóòåé åñòü îäèí
èçáðàííûé ïóòü L* òàêîé, êîòîðûé âûäåëÿåòñÿ èç âñåõ îñòàëüíûõ êàê
íàñòîÿùèé, äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåìûé. Òîãäà èíòåãðàë ïî ýòîìó
ïóòè è äîëæåí áûòü ïðèíÿò â êà÷åñòâå èíòåãðàëà ïî îòðåçêó [ , ]a b .
Ðàññìîòðèì äàííóþ âîçìîæíîñòü ïîäðîáíåå. Âåùåñòâåííûé ìàñ-
øòàáíûé óðîâåíü áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê óðîâåíü, äîñòóïíûé
íàì íåïîñðåäñòâåííî. Äâèæåíèå ïî äàííîìó óðîâíþ ïðîèñõîäèò â
óñëîâèÿõ, êîãäà ïàðàìåòðû âñåõ ìåãàóðîâíåé çàôèêñèðîâàíû (ïî-
äîáíî òîìó, êàê â ïðåäåëàõ íàøåé æèçíè çàôèêñèðîâàí íîìåð ãåîëî-
ãè÷åñêîé ýïîõè). Â ïëîñêîñòè ( ,õ h) ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî
âåðòèêàëüíîìó îòðåçêóh � const. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íè îäèí ïðî-
öåññ íå ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî íè â ïðîñòðàíñòâå, íè
âî âðåìåíè. Ìàêñèìóì îí ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ äî íåêîòîðîé îñîáîé
òî÷êè, ïîñëå äîñòèæåíèÿ êîòîðîé íàñòóïàþò êà÷åñòâåííûå èçìåíå-
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íèÿ è âñòóïàþò â äåéñòâèå êàêèå-òî íîâûå çàêîíû è ïðàâèëà, òàê ÷òî
äàëüíåéøàÿ ñóäüáà ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ óæå íîâûìè çàêîíàìè.
Âûøå ýòà òî÷êà áûëà îïðåäåëåíà êàê òî÷êà ãîðèçîíòà. Ïðèìåì, ÷òî
ïî äîñòèæåíèè òî÷êè ãîðèçîíòà ìû âñòóïàåì â îñîáóþ ïåðåõîäíóþ
îáëàñòü è â êîíöå êîíöîâ ïîïàäàåì â íîâóþ òî÷êó íà ìåãàóðîâíå
h h� D .

Êàêîâ ïóòü ïåðåõîäà â äàííóþ òî÷êó? Îáðàòèìñÿ ê êðèâîëèíåé-
íîìó èíòåãðàëó. Ñòðóêòóðà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ îäíîçíà÷-
íî âûäåëÿåò îäèí èç ïóòåé èíòåãðèðîâàíèÿ — ïóòü, äëÿ êîòîðîãî
dx d� (h 0. Äëÿ òàêîãî ïóòè èíòåãðàë ïî íåìó áóäåò âñåãäà òîæäåñò-
âåííûì íóëåì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f õ( ,h) (åñëè ó ôóíêöèè íåò îñî-
áåííîñòåé). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d dxh � � è, çíà÷èò, Dh � l. Îäíàêî
÷èñëî l ïðèíàäëåæèò ê âåùåñòâåííîìó ìàñøòàáíîìó óðîâíþ, à ÷èñëî
Dh— ê ïåðâîìó ìåãàóðîâíþ. Ïîýòîìó äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
Dh � l ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
Lim. Òàêèì îáðàçîì, ïóòü L* äîëæåí ñîñòîÿòü èç ïðÿìîëèíåéíûõ
ãîðèçîíòàëüíûõ è íàêëîííûõ (ïîä óãëîì p / 4 ïðè Dh 	 l) îòðåç-
êîâ (ðèñ. 8.6). Ôîðìóëà Ãðèíà (21) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñòåïåíü çàâè-
ñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè è, â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü
çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ð è q. Íà
ðèñ. 8.7 ïîêàçàíû äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ: ïåðâûé p l q� �, 0 (ñïëîøíàÿ
ëîìàíàÿ L A B C K1 1 1 1 1

* : .. . ) è âòîðîé p q l� �0, (øòðèõîâàÿ ëîìàíàÿ

L B B K K2 1 2 1 2
* : ... ).

Ðàçëè÷èå â èíòåãðàëàõ îïðåäåëÿåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì (21) ïî
çàòîíèðîâàííîé îáëàñòè ïëþñ ðàçíèöåé èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì
A B B B1 1 1 2, è K C K K1 1 1 2, . Ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñò-
âî: çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãîðèçîíòà ñâÿçàíà
èñêëþ÷èòåëüíî ñ ðàçðûâíîñòüþ ôóíêöèè íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé. Ñòåïåíü ðàçðûâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ïðîèçâîä-
íûõ f ïîhè x. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå òàêîãî ðîäà ðàçðûâíîñòè íåò,
ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòè è â ïîíÿòèè òî÷êè ãîðèçîíòà íå âîçíèêàåò.
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Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ãîðèçîíò
ñóæèâàåòñÿ äî òî÷êè. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëàõ (14), (15) íåîáõîäèìî
ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñìûñëå limit ïðè p q	 	0 0, è, çíà-
÷èò, l 	 0. ßñíî, ÷òî

limit
l

p

q

l
f x dx f f

	
�
+ � �

-

-0

1
0 0( , ) ( , ); ( , )h h h

h)

h

F(
.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ñóæèâàíèÿ ãîðèçîíòà
èíòåãðàë ïî íåàðõèìåäîâîé ïåðåìåííîé X ïåðåõîäèò â ðèìàíîâñêèé
èíòåãðàë îò ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè ñ ïåðâîãî ìåãàóðîâíÿ:

limit X
p q

p q f x d f d
,

( , ) ( , ) ( , )
	

� ++0
0h h h

a

b

a

b

.

§ 38. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âåùåñòâåííîì óðîâíå ïðÿìîé
è åå ïåðâîì ìåãàóðîâíå. Âíà÷àëå çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ

F f x x x x( ) ( , );X X� � � � ��h h w1

è ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãîðèçîíòà q è p, l q p� � . Çàäàþòñÿ ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ a h b h� � � �0 0x xå å, .

10. Åñëè èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîâ, ÷òî h h0 � å , òî

F d f x dx x xå

x

xå

( ( , ) , ) ( , )X) X � � �++ h h h
a

b

0 0 0 0

0

F( F , (1)
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ãäå
-

-
�

F( , )
( , )

h
h

x

x
f x .

20. Åñëè æå h h0 � å , òî, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1), ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû a h b h� � � �0 p qå, . Òîãäà

( , ) ( ) ( , ) ( , ) (p q F d p q f x dx
l

p

q

X X �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
+++

1
h h

a

b

a

b

D F b a, ) ( , )l l� F ,

ãäå
F F( , ) ( , )

( , )
h h

h
� �

� �
�
+

l l l

l l
f p x dx

p

q
1

.

Â ñëó÷àå 10 èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì êëàññè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ïåðåìåííàÿ h âõîäèò â ôîðìóëû êàê ïàðàìåòð. Ïðèâîäèòü
ïðèìåðû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìîñòè íåò.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû äëÿ ñëó÷àÿ 20.
Ïðèìåð 1. F f x b ax b a( ( , ) , ,X) const� � � �h h .
10. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

1

2l

a
b ax dx b q p

p

q

( ) ( )h h� � � �
�
+ .

20. Çàïèñûâàåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

F( F(h h
h

� �
� � � �

l l l

l

a
b p q p

, ) , )
( ) ( )

2
.

30. Çàïèñûâàåì ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëüçóÿñü ôîð-
ìóëàìè § 35:

F( , ) ( )( )h
h h

l b b a p q� � � �
2

2 2
.

40. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

( , ) ( ) ( )( )p q b ax d b b a p qh
a

b

a

bh h
� � � � �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�+ X

2

2 2
. (2)

Îáñóäèì äàííûé ðåçóëüòàò. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî
òèïó 2 (ëîêàëüíî-íåïðåðûâíîé). Ïî òèïó 1 ôóíêöèÿ ðàçðûâíà. Â òî÷-
êàõ ãîðèçîíòà ðàçðûâ ðàâåí

R q f l p f q( ) ( , ) ( , )h h h� � � � � .
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Â äàííîì ñëó÷àå èìååì

R q b a p q( ) ( )( )h � � � � .

Ïðè b a� ðàçðûâ èñ÷åçàåò, ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé ïî
òèïó 1. Èíòåãðàë (2) ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò p, q è ïåðåõîäèò â êëàññè-
÷åñêèé.

Ïðèìåð 2. F f x f x( ( , ) ( )X) � �h , ò.å. ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé ìå-
ãàóðîâíÿ h w� �x 1 íå çàâèñèò.

10. Çàïèñûâàåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

F F(( , ) , )
( )

h h� �
�

�
+

l l l

l l
f x dx

p

q
1

.

20. Ðåøåíèå èìååò âèä

F(h
h

, ) ( )l f x dx
l

p

q

�
�
+ .

30. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

( , ) ( ) ( )p q f x d f x dx
l

p

q

a

b
b a

+ +�
�

�

X .

Â ÷àñòíîñòè,

( , ) (p q x d
p pq q2

2 2

3
X � �� �

+ b a)
a

b

.

Ðåçóëüòàò èìååò ÿñíûé ñìûñë. Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ( /b a)� l — ýòî
÷èñëî îòðåçêîâ äëèíû l (â ïðåäåëå Lim), êîòîðîå óêëàäûâàåòñÿ íà èí-
òåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ (b a)� . Ýòî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîå
è âïîëíå êîíêðåòíîå ÷èñëî. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü — ýòî çíà÷åíèå
èíòåãðàëà ïî îäíîìó îòðåçêó, ò.å. îò îäíîé òî÷êè ãîðèçîíòà ( )h � p äî
äðóãîé òî÷êè ( )h � q . Òàê êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà äëÿ âñåõ îòðåçêîâ
îäèíàêîâî, òî èõ ñóììà ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ îäíîãî ñëàãàåìîãî íà
÷èñëî îòðåçêîâ.

Ïðèìåð 3. F f x x( ( , )X) � �h h .

10. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

1

2l

q p
x dx

p

q

h h
�
+ � �

.
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20. Çàïèñûâàåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

F F( , ) ( , )
( )

h h
h

� � �� �
l l l

l

q p
p

2
.

30. Ïî ôîðìóëàì § 35 íàõîäèì

F( , ) [ ( ) ]h h hl q p
q p� � ��

4
2 .

40. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

. /( , ) ( )p q xd q p
q p

h h h
a

b

a

b

+ � � � �

�
��

X
4

2 .

Ïðèìåð 4. F f x( ( , )X) � �h h2.
10. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

1 2 2

l
dx

p

q

h h
�
+ � .

20. Çàïèñûâàåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

F( Fh h
h h h

� �
� � � � �

l l l

l
p p p

, ) ( , )
( ) 2 2 22 .

30. Ïî ôîðìóëàì § 35 íàõîäèì

F( , )h h h
h

l
q p p pq q� � �� � �3

2
2 2

3 2

4

6
.

40. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

( , ) ( , ) ( , )p q d l lh b a
a

b
2 X � �+ F F .

Ïðèìåð 5. F k x x k( ,X) const� � � �h h2 22 .
Èç ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óæå ðàññìîòðåííûõ èíòåãðàëîâ ïîëó-

÷àåì

. /( , ) ( ) ( ) ( )p q k x x d q p q p
k

h h h h
h2 2

3
22

3

1

2
� � � � � � �

�
�
$

�$

 
!
$�

X
"$
�

�
�+

a

b

a

b
.

Ïîäñ÷èòàåì ðàçðûâ ôóíêöèè â òî÷êàõ ãîðèçîíòà:

R q k p q p( ) ( )( )( )h h� � � � �2 1 .

Ïðè k � 1 ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïå-
ðåõîäèò â êëàññè÷åñêèé è çàâèñèìîñòü îò òî÷åê ãîðèçîíòà èñ÷åçàåò. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ñîêðàùåíèÿ âåçäå óêàçàíà çàâèñèìîñòü Ô îò l, à íå îò p, q.
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§ 39. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé,
ðàçðûâíûõ íà ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé

Ïóñòü ôóíêöèÿ U � F(X) îïðåäåëåíà íà ðÿäå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé:

X � � � � � � � � � ��h h h x x xm m kx1 1 1 2... . . . . . .,

h w h w x xm m
m

k k
kx x x x� � � , � ,� �,... , ,... ,... .1 1 1 1 (1)

Êàê è ïðåæäå, êîîðäèíàòû x x xm k� ,... ,... ,... — ýòî ÿäðà âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà X ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îò àðãóìåíòîâ (1)

F f xm k( ) ( ,... ,... ,...)X � h x .

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà îò F õ( ):

J f x dm k� * +( ) ( ,... , ,...)h x
a

b

X (2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ F(X) ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ìàñøòàáíîãî
óðîâíÿ ê äðóãîìó ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé. ×åðåç ( )* îáîçíà÷åíà ñîâî-
êóïíîñòü óñëîâèé, óòî÷íÿþùèõ ñìûñë èíòåãðàëà.

Áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Íåôîð-
ìàëüíî äàííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îïèñàòü òàêèì îáðàçîì. Ïðîìåæó-
òîê èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]a b ðàçáèâàåòñÿ íà ðàâíûå ÷àñòè äëèíîé Dh
(ñì. ðèñ. 8.3, 8.4). ×èñëî ÷àñòåé ðàâíî ( /b a) h� D . Èíòåãðàë ïî êàæ-
äîé îòäåëüíîé ÷àñòè (çà âû÷åòîì îáëàñòè ïåðåõîäà) ìû âû÷èñëÿòü
óìååì. Ïîñëå èõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå
( /b a) h� D ñëàãàåìûõ. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó Lim
ïðè Dh 	 l. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò a äî b.
Íåòðèâèàëüíîñòü âñåé ïðîöåäóðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé
( /b a)� l ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Ýòî çíà÷èò,
÷òî äëèíà âñåãî îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ ( )b a� è äëèíà åãî ÷àñòè
l — ÷èñëà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå è ïå-
ðåõîä ê ïðåäåëó ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî, çíàÿ èíòåãðàëû ïî îòðåçêàì
îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ, ìû ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó ïî îòðåçêó
áóëüøåãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ.

Òà æå çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (2). Îòëè÷èå
ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî òåïåðü ïîòðåáóåòñÿ öåëûé ðÿä òàêèõ ïåðå-
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õîäîâ. Îïèøåì àëãîðèòì èõ îñóùåñòâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îáðàçöà
âîçüìåì ðàññìîòðåííûé âûøå àëãîðèòì â ñëåäóþùåé ôîðìå:

10. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè f x( , )h âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ j h( , )x
òàêàÿ, ÷òî

-

-
�

j h
h

( , )
( , )

x

x
f x .

20. Ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè j h( , )x îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F(h) èç
óðàâíåíèÿ (17) § 37:

F( F(h h j h j h� � � � �
�

q p

l

q p

l

) ) ( , ) ( , )
.

30. à) èíòåãðàë ïîëó÷àåì êàê ðàçíîñòü F( F(b) a)� , åñëè a h� �0 p;
b h h h� � �å åq, 0 ;

á) åñëè a h b h� � � �0 0 0x x å; , òî èíòåãðàë ðàâåí j h( , )0 x å –
� j h( , )0 0x ;

â) îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê óêàçàííûì äâóì.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å (2). Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ñòàðòîâûé ìàñøòàáíûé óðî-
âåíü, èíòåãðàë ïî êîòîðîìó ìû âû÷èñëÿòü óìååì. Ïóñòü ýòî áóäåò
ìèêðîóðîâåíü ñ íîìåðîì k: X E� �xk k

kx . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåòà-
ëè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè íà óðîâíÿõ ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ íåèçâåñòíû
ëèáî íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà. Òîãäà ôóíêöèÿ F ñ ìèêðîóðîâíÿ
íîìåð k ïðîäîëæàåòñÿ íà ìèêðîóðîâíè ( ), ( )k k� �1 2 è äð. ïî íå-
ïðåðûâíîñòè:

F f xm k( ( ,... , ,... )X) � h x x1 .

Ïóñòü [ , ]a bk k íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê íà óðîâíå xk . Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðè ïåðåõîäå îò ak ê b k ìåíÿåòñÿ òîëüêî àðãóìåíò xk , à âñå îñòàëü-
íûå àðãóìåíòû x hk m�1,... îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñò-
âî ïîä÷åðêíåì ââåäåíèåì èíäåêñà k â îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè F, êîòî-
ðàÿ äàåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî îòðåçêó [ , ]a bk k :

F Fk m k k k m k kx x

F

( ,... ,... , ) ( ,... ,... , )

(

h x b h x a

h

� �� �

�

1 1

m k k kx d

k

k

,... ,... , ) .x x x
a

b

�+ 1

Ôóíêöèÿ F ïî àðãóìåíòó xk íåïðåðûâíà, ïîýòîìó èíòåãðàë îò íåå
âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå Íüþòîíà — Ëåéáíèöà. Ýòî çíà-
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÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ Fk ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ

-

-
�

��
Fk m k k

k
m k k

x
F x

( , ... , )
( ,... . . . , )

h x x

x
h x x1

1 1 .

Ïóñòü p qk k, — ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ãîðèçîíòà íà ìàñøòàáíîì óðîâ-
íå xk , l p q p qk k k m m� � � �;... , — ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ãîðèçîíòà íà
óðîâíå hm m m ml p q, � � �� � . Òîãäà

F F

F

k m k k k m k k

k

k m

q p

l

� � � �� � �
�

�

1 1 1 1( ,... ) ( ,... )

( ,.

h x h x

h .. ; ) ( ,... ; )
.

x h xk k k m k k

k

q p

l

� �� �1 1F

Ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ
Fk m k� �1 1( ,..., )h x . Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èíòåãðàë ïî
èíòåðâàëó ñëåäóþùåãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ, ò.å. ïî óðîâíþ ïåðåìåí-
íîé xk�1. Íàñ èíòåðåñóåò èíòåãðàë ïî èíòåðâàëó � � �� � �p qk k k1 1 1x .
Íà äàííîì èíòåðâàëå âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå h xm k,� �2 çàôèêñè-
ðîâàíû è èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ. Åñëè

p p q qk k k k k
å

k� � � �� � � �1 1
0

1 1x x, , (3)

òî ñëåäóþùåå ïî öåïî÷êå óðàâíåíèå èìååò âèä

F F

F

k m k k k m k k

k

q p

l

� � � � � �

�

� � �
�

�

2 2 1 2 2 1

1

( ,... ) ( ,... )h x h x

k m k k k m k k

k

q p

l

� � � � � �

�

� �1 2 1 1 2 1

1

( ,... ; ) ( ,... ; )
.

h x h xF

Ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Åñëè óñëîâèÿ (3) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ê ïðà-
âîé ÷àñòè äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, êîòîðûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. (Óñ-
ëîâèÿ âèäà (3), à òàêæå äàííàÿ îãîâîðêà ïîäðàçóìåâàþòñÿ è äëÿ ñëå-
äóþùèõ óðàâíåíèé.)

Ïîâòîðÿÿ óêàçàííûå ïðîöåäóðû, ìû ïðèõîäèì ê öåïî÷êå óðàâ-
íåíèé âïëîòü äî ïîñëåäíåãî èíòåðåñóþùåãî íàñ óðàâíåíèÿ

F F

F

� � � � � �

� �

� � � �

� � �

�

�

�

m m m m m m

m

m m m

q p

l

q

( ) ( )

( ; )

h h

h

1 1

1

1 1 F� � � �

� �

�m m m

m

p

l

1 1

1

( , )
.

h
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì â ñëåäóþùåì âèäå:

( ) ( ) ( ) ( )* � �� � � �

�

�

+ F d m m m m

m

m

X X F Fb a
a

b

,

ãäå
a h b h h h� � � �� � � �m m m m m

å
m m m

åp q( ) ( ( ) (, , ,0 0) ) çàäàíû.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãî-
ðèçîíòà ñòàíîâÿòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëûìè. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ðàçíî-
ñòíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì öåïî÷êó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

-

-

-

�
�

�

�
F

F

k m k k

k
m k k

k m

f
( ,... , )

( ,..

( ,... , );
h x x

x

h

h x x1
1

1 . , ) ( ,... , )
;

( ,...,

x k

k

k m k

k

k m k

x

x

h x

x

h x

�

�

�

�

-

-

-

-

�1

1

1

2

0F

F �

�

� �

�-

-

-

-

-

�2

2

1 2

1

0

0) ( ,... , )

( ,... )

; ...
x

h x

x

h
k

k m k

k

m x

F

F

x

xm

m m

�

�

-

-

-

-

-�

F

F F

1

1

1 1

1

0 1

0( ,... , )

( ,... ) ( ,...

;
h

x

h h

h

h h , )

( ) ( , )

,

.

0

01

1

-

-

-

-

-
� � �

�
�

x

m m

m

m m

m

�

F Fh

h

h

h

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

-

-

-

�
�

�

�
F

F

k m k k

k
m k k

k m

f
( ,... , )

( ,..

( ,... , );
h x x

x

h

h x x1
1

1 . )

( ,... )

( ,... , );
x

x

h x

x

h xk

k
m k

k m k

k

f�

�
�

� �

�

-

-

-

�1

1
1

2 2

2

0

F
�

�

�

-

-

f

f x

m k

m
m

x

x

( ,... , , );...

( ,... , ,.
( ,... )

h x

h
h

2

0

0 0

0
F

. . );

( ,... , ,... ),...
( ,... )

(

0

0 01 1

1
1

-

-

-

�

�

�
F

F

h h

h
h hm

m

m

f

h

h
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m
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)
( , ,... ).

-
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Çàìå÷àíèå 1. Ðàññìîòðåííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îõâàòèòü ëþ-
áîå êîíå÷íîå ÷èñëî ìàñøòàáîâ. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìàñøòàáîâ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóþòñÿ
ëèáî äàííûå î ñòûêå íåêîòîðîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ ñ êîíå÷íûì
íîìåðîì è óðîâíÿ ñ áåñêîíå÷íûì íîìåðîì, ëèáî äàííûå î ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå Lim îò óðîâíåé ñ êîíå÷íûìè íîìåðàìè ê óðîâíþ ñ áåñ-
êîíå÷íûì íîìåðîì.

Çàìå÷àíèå 2. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà çàâèñèò îò ðàññòîÿíèé äî òî÷åê
ãîðèçîíòà. Ýòîò ôåíîìåí ñâÿçàí òîëüêî ñ ðàçðûâíîñòüþ ôóíêöèé
òèïà 1. Êàê îòìå÷àëîñü, àíàëîãà ïîäîáíîé ðàçðûâíîñòè íà îáû÷íîé
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé — íåò. Åñëè æå ôóíêöèÿ íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé íåïðåðûâíà, òî çàâèñèìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ äî
ãîðèçîíòà èñ÷åçàåò. Ïî-äðóãîìó ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïðè ýòîì òèïå
íåïðåðûâíîñòè ïåðåñå÷åíèå òî÷åê ãîðèçîíòà ïðîèñõîäèò íåçàìåòíî.
Èìåííî ïîýòîìó âåçäå èìååò ìåñòî ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêèì èíòå-
ãðàëàì.

Çàìå÷àíèå 3. Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷-
êè ãîðèçîíòà èíòåãðàë ïðèðàùåíèÿ íå ïîëó÷àåò. Â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ ýòî íå òàê, íàïðèìåð ïðè âû÷èñëåíèè äëèíû êðèâîé ñ ó÷åòîì
âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè. Ïîäîáíûå èíòå-
ãðàëû áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

§ 40. Îñíîâíûå ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãîðèçîíòà p q, è
l p q� � ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîñòîÿííûìè. Â îáùåì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî ïðèíÿòü, ÷òî p q, è, çíà÷èò, l çàâèñÿò îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-
îðäèíàò. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà íà âåùåñòâåííîì è ïåðâîì
ìåãàóðîâíå, ò.å. X � �h x, òî p q, è l ìîãóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû h.
Åñëè æå ðå÷ü èäåò î âåùåñòâåííîì è ïåðâîì ìèêðîóðîâíå X � �x x,
òî â îáùåì ñëó÷àå

p p x q q x l p x q x l x� � � � �( ), ( ), ( ) ( ) ( ).

1. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ñìûñë ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì õîðîøî èçâåñòåí.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè èíòåãðàë îò ôóíêöèè, çàäàííîé íà îáû÷íîé
(àðõèìåäîâîé) ïðÿìîé. Îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
ê îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ
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óäàëîñü ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâîäíóþ íåêîòîðîé ôóíêöèè, òî èíòå-
ãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñðàçó:

j j j� � �+ ( ) ( ) ( )x dx b a
a

b

. (1)

×àùå âñåãî ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ «ïî ÷àñòÿì». Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìû âûäåëèëè èç ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè àääèòèâíîå
ñëàãàåìîå, ðàâíîå ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîé ôóíêöèè. Òîãäà èíòåãðàë
îò ýòîãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëÿåòñÿ êàê (1), à âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò
âòîðîãî ñëàãàåìîãî — ýòî óæå íîâàÿ çàäà÷à. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íîâàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ óæå áîëåå ïðîñòîé, ÷åì èñõîäíàÿ. Åñëè èñõîäíóþ
ôóíêöèþ óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ u x v x( ) ( )� , òî
àääèòèâíîå ñëàãàåìîå ðàâíî ( )uv �, à íîâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â èíòåãðè-
ðîâàíèè ôóíêöèè u x v x�( ) ( ):

u x v x dx uv u x v x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )� � � �
�

�
�+ + .

Òàêîâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.
Èäåÿ äàííîãî ïîäõîäà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è â íåàðõèìåäî-

âîì àíàëèçå. Âî-ïåðâûõ, åñëè íåàðõèìåäîâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé ìåæäó ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè àðãóìåíòà, òî âñÿ êëàññè-
÷åñêàÿ òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåíîñèòñÿ ñþäà áåç èçìåíåíèé:

U V d U V U V d( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X X X X X X X
a

b

a

b

a

b

+ +� � � �
�

�
� . (2)

Â âûêëàäêàõ ïîÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû w è E, íî íà òåõíèêå èíòåãðèðîâà-
íèÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ.

Ãîðàçäî áîëåå âàæåí ñëó÷àé, êîãäà íåïðåðûâíîñòè ìåæäó ìàñ-
øòàáíûìè óðîâíÿìè íåò. Â ýòîì ñëó÷àå ïîèñê èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â § 37. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñ-
òÿì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íà äâóõ ýòàïàõ ðåàëèçàöèè äàííîãî àë-
ãîðèòìà: ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèè íà ñòàðòîâîì ìàñøòàáíîì
óðîâíå è ïðè ñóììèðîâàíèè èíòåãðàëîâ ñòàðòîâîãî è ïîñëåäóþùèõ
óðîâíåé ïðÿìîé. Äëÿ èëëþñòðàöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ìàñ-
øòàáíûõ óðîâíÿ, íàïðèìåð âåùåñòâåííûé è ïåðâûé ìåãàóðîâåíü.
Ïóñòü

p q l x F f x� � � � �/ , , ( ( , )2 X X)h h .

220

Ã ë à â à 8



Åñëè äëèíà îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ îõâàòûâàåò ìåãàóðîâåíü ïðÿìîé,
òî èíòåãðàë ïî íåìó ðàâåí

( ) ( ( , )
/

/

3 �
�

�
�
�

�

�
�
�	

�
+ ++F d f x dx

l
l

l

X) X Lim
D Dh

a

b

a

b

h
h

1

2

2

Dh.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì âíóòðåííåãî èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííèé èíòåãðàë âû÷èñëåí è
ðàâåí

P( , ( , )
/

/

h h) h
h

D
D

�
�
+

1

2

2

f x dx
l

l

.

Òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè ñóììó

P( ,h h) h
a

b

D D+ . (3)

Çäåñü òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü «ñóììèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì». Îïåðà-
òîð, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó (3), èìååò âèä

ò
a

b
h

h
h h

h
h

h
h b h) a

F
D

D F
D

D

D
D F D F(

� � �

�
� 

�
� 


�
� 

�
�

� �2 2
, ,

( , , Dh). (4)

Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèþ P óäàëîñü ïðåäñòàâèòü â âèäå

P( ,
, ,

h h)
h

h
h h

h
h

h
D

F
D

D F
D

D

D
�



�
� 

�
� 


�
� 

�
�� � �

2 2
, (5)

òî ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé (4). «×àñòè÷íîå» ðåøåíèå çàäà-
÷è (5) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ P â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ

P( , ,
, ,

h h) h h
h

h
h

h h
h

h

D D
D

D
D

D
D

� �

�
� 

�
�



�
� 

�
� 


�
� � �

u

v v

2

2 2
� 

�
�

Dh
.

Òîãäà

P( , ( , , ( ,h h) h h h) (h h) h h) h
a

b

a

b

a

b

D D D D D D� �
�

�
�+ +u v Q , (6)
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ãäå

Q v

u u

( , ,
, ,

h h) h h
h

h
h

h h
h

h

D D
D

D
D

D
D

� �

�
� 

�
�



�
� 

�
� 


�
� � �

2

2 2
� 

�
�

Dh
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, èçâåñòíîå èç òåîðèè ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé [117]:

u

v v

u

h
h

h
h

h
h

h

h
h

�

�
� 

�
�



�
� 

�
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�
� 

�
�
�



�
�

� � �

�

�

D

D D

D

D

2

2 2

2

% &


�
� 


�
� 

�
� 


�
� 

�
� 


�
� 

�
�
�

� �

� � � �v u v

u

v

h
h

h
h

h
h

h

h h

D D D

D

D

2 2 2

h
h

h
h

h

� � �

�
� 

�
� 


�
� 

�
�

D D

D

2 2
u

.

Âòîðîé àðãóìåíò Dh íèãäå íå âûïèñàí.
Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (6) — ýòî è åñòü ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîãîìàñøòàáíîé, íåàðõèìåäîâîé
ïðÿìîé.

2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè, çàäàííîé íà
âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå è ïåðâîì ìèêðîóðîâíå íåàðõèìå-
äîâîé ïðÿìîé: F F x f x( ( ( ,X) � � �x) x),

( , ) ( ( , ) ( ,p q F d p q f x d x
l

p

q

X) X �
�

�
�
�

�

�
�
��

+++
1

x) x
a

b

a

b

D . (7)

Çäåñü p q, è l p q� � — èçâåñòíûå ôóíêöèè êîîðäèíàòû õ. Ìû õîòåëè
áû óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âñåì àðñåíàëîì ñðåäñòâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà,
âêëþ÷àÿ ñþäà, êîíå÷íî, è çàìåíó ïåðåìåííîé x. Íîâûå ìîìåíòû
âîçíèêàþò ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé õ. Ñèìâîë Dõ (â ïðåäåëå èìååì
Dõ l� ) íå åñòü äèôôåðåíöèàë, ïîýòîìó òåõíèêó çàìåíû ïåðåìåííûõ
íåîáõîäèìî èçëîæèòü, íå ïðèáåãàÿ ê ïîíÿòèþ äèôôåðåíöèàëà. Çà
îáðàçåö âîçüìåì ïðîöåäóðó çàìåíû ïåðåìåííîé â êëàññè÷åñêîì àíà-
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ëèçå. Åå ìîæíî èçëîæèòü òàêèì îáðàçîì. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

èíòåãðàë j( )x dx
a

b

+ . Åñëè íàéòè ôóíêöèþ F( )x òàêóþ, ÷òî

-

-
�F( )

( )
x

x
xj , (8)

òî èíòåãðàë ðàâåí F F( ) ( )b a� . Íè÷òî íå ìåøàåò ïðåäñòàâèòü èñêî-
ìóþ ôóíêöèþ F( )x êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ F( ) Y ( ))x x� (s , ãäå s( )x —
ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x. Òîãäà èìååì

-

- �
�

Y ( ))

( )

( )

( )

(s

s

j

s

x

x

x

x
.

×àñòî ôóíêöèþ s( )x ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ñâå-
ëàñü ê íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ôóíêöèè y îò s( )x : y y s� ( ( ))x .
Òîãäà íîâîå óðàâíåíèå

-

-
�Y(

(
s)

s
y s)

ìîæåò áûòü ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì èñõîäíîå óðàâíåíèå (8).
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å (7). Ðîëü óðàâíåíèÿ (8) â äàííîé çà-

äà÷å èãðàåò óðàâíåíèå

F F( ( )) ( )

( ) ( )
( ( ), ) (

( )

( )
x l x x

l x l x
f x p x d

p x

q x� �
� � �

�
+

1
x x j x), (9)

ãäå F( )x — èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êàê ñëîæíóþ
ôóíêöèþ F Y( ) ( ( ))x x� s , ãäå s( )x ìîæíî âûáðàòü ïî ñâîåìó óñìîòðå-
íèþ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9) ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y Y( ( ) ( ( ))) ( ( ))

( ( ))

( )

( ( )) ( )

s g s s

g s s s
j

x x x

x

l x

x l x x

� �

� �
� ( )x ,

ãäå g s s s( ( )) ( ( )) ( )õ x l x x� � � . Ïóñòü

y(s
s s

j( )) ( )
( )

( ( )) ( )
x x

l x

x l x x
�

� �
.

Òîãäà íîâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

Y Y( ( )) ( )

( )
( )

s g s s

g s
y s

� �
� . (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà çàìåíû ïåðåìåííîé õ íà s ïðèâîäèò ê çà-
ìåíå çàäà÷è (9) íà çàäà÷ó (10). Åñëè l x( ) 	 0, òî âñÿ ïðîöåäóðà ïåðå-
õîäèò â êëàññè÷åñêóþ.
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3. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (9). Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,
ñâÿçàííîå ñ çàìåíîé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà äèôôåðåíöèàëüíîå.
Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü (9) â íåñ÷åòíûé ðÿä Òåéëîðà:

F F
F F

( ( )) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ...

x l x x

l x
x x l x

� �
� � � �� �1

2
.

(Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà ìèêðîóðîâíÿõ ïîëó÷åíû íåïðåðûâíûì
ïðîäîëæåíèåì ñ âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ ïðÿìîé.) Îòáðîñèì â ïðàâîé
÷àñòè âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

-

-
� �

�
+

F( )

( )
( ( ), )

( )

( )
x

x l x
f x p x d

p x

q x
1

x x. (11)

Èíòåãðàë, âû÷èñëåííûé ïî äàííîé ôîðìóëå, ò.å.

J f x p x d dx
l x

p x

q x

� �
�

�
�
�

�

�
�
��

++
1

( )
( ( ), )

( )

( )

x x
a

b

, (12)

íàçîâåì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì èíòåãðàëà (7). Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïåðâîå ïðè-
áëèæåíèå (11), (12) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äâîéíûõ, òðîéíûõ è
ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ.
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Â îñíîâó ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ïîëîæèì ïîíÿòèå ÷èñëà.
Ïîíÿòèå ÷èñëà áóäåì ñ÷èòàòü ïåðâè÷íûì ïî îòíîøåíèþ ê ïîíÿòèÿì
òî÷êè, ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îáú-
åêòû áóäåì ââîäèòü êàê îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëèáî îò-
äåëüíûå ÷èñëà, ëèáî èõ îïðåäåëåííûå ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ãåîìåòðèþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îáëàñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà, â êîòîðîé ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è ñïå-
öèàëüíàÿ òåðìèíîëîãèÿ, èìåþùàÿ ñâîèì èñòî÷íèêîì îïðåäåëåííûå
ïðîñòðàíñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Èìåííî òàêîé ïîäõîä èñïîëüçó-
åòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé, äèôôåðåíöèàëüíîé è äðóãèõ ãåîìåòðèÿõ, ïî-
ñòðîåííûõ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, îñÿìè êî-
îðäèíàò êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåàðõèìåäîâû ïðÿìûå.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ñîâîêóï-
íîñòü àáñîëþòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áóäåì íàçûâàòü (àáñîëþòíîé)
ðàöèîíàëüíîé ïðÿìîé. Ìåæäó ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè åñòü ëèíåé-
íûé ïîðÿäîê. Èìåííî äàííîå ñâîéñòâî äàåò îñíîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû
óêàçàííóþ ñîâîêóïíîñòü íàçâàòü ïðÿìîé. Ðàöèîíàëüíóþ ïðÿìóþ ìîæ-
íî äîïîëíèòü äî ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé è çàòåì äî âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé. Äàííûå ïðÿìûå ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ îñåé â
äâóìåðíîì, òðåõìåðíîì èëè ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü Ê —
ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Çíà÷èò, òî÷êà ïðîñòðàíñòâà — ýòî íå-
êîòîðûé íàáîð K êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî, åñëè íà íåãî ïîñìîòðåòü ñ ðàçðåøåíèåì, êîòîðîå äàåò íåàðõèìå-
äîâ àíàëèç, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàçîâàíèå áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè.
Ïóñòü N — íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äàííîé ðàçìåðíîñòè. ßñíî, ÷òî
ðàçìåðíîñòè óêàçàííûõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó.
Ïåðâîå èç óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ (ðàçìåðíîñòè K) áóäåì íàçûâàòü
âíåøíèì, à âòîðîå (ðàçìåðíîñòè N) — âíóòðåííèì. Äàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì óðîâíÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Òåì íå
ìåíåå îäíî èç èçìåðåíèé ó íèõ ÿâëÿåòñÿ îáùèì. Èìåííî ÷åðåç äàííîå
èçìåðåíèå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò âî âíóòðåííåì ïðîñòðàíñò-
âå, ìîãóò ïðîÿâëÿòü ñåáÿ âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå.
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Íàïðèìåð, ïóñòü N � 2. Â êà÷åñòâå áàçèñà âíóòðåííåãî ïðîñòðàí-
ñòâà âîçüìåì äâà äåëèòåëÿ íóëÿ:

j

j

v n

v n

1

2

1 0 1 0 1 0

0 1 0

�

�

limit Lim

limit Lim

( , , , , , ...),

( , , , 1...).

Îòñþäà j j1 2 1� ( . Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèå, êîòîðîå ìîæíî íà-
çâàòü áèññåêòðèñîé ìåæäó îñÿìè Oj Oj1 2, , ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
êîîðäèíàòíîé îñè âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà. Äàííîå íàïðàâëåíèå áó-
äåì íàçûâàòü ìàãèñòðàëüíûì. Ïîäðîáíåå ðîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ
ðàññìîòðèì â ãë. 11. Â íàñòîÿùåé ãëàâå îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå ïðè K � 2, ò.å.
ïëîñêèì ñëó÷àåì.

§ 41. Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû
íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîñûëêè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà
ïëîñêîñòè. Ïóñòü x y, — ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ. Ïàðû ÷èñåë ( , ), ( , ),...x y x y1 1 2 2 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. ×èñ-
ëî, ðàâíîå

( ) ( )õ õ y y1 2
2

1 2
2� � � ,

íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè ( , ), ( , )õ y õ y1 1 2 2 . Ñîâîêóïíî-
ñòè òî÷åê ( , ), ( , ), ( , )õ ó õ ó0 0 — ýòî îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Îõ Îó,
è ïëîñêîñòü Îõó. Ñîâîêóïíîñòè òî÷åê

ax by c x x y y R y ax� � � � � � �, ( ) ( ) ,1
2

1
2 2 2

íàçûâàþòñÿ ïðÿìîé, îêðóæíîñòüþ è ïàðàáîëîé. Âñå ïàðàìåòðû
a b c R, , , — íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ è
äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Äàëåå èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà è
îòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè [119], ò.å. ñòðîèòñÿ îïðåäå-
ëåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

×òî íîâîãî ìîæåò äàòü ïåðåõîä ê íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé ñèñ-
òåìå? Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè. Ïóñòü X,U — ïåðåìåííûå,
ïðèíèìàþùèå ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïàðû ÷èñåë ( , ),X 1 1U
( , ) ...X 2 2U áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè, à ÷èñëî, ðàâíîå

( ) ( )X X1 2
2

1 2
2� � �U U ,

— ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè ( , ), ( , )X X1 1 2 2U U . Ñîâîêóïíîñòü òî-
÷åê ( , )X U áóäåì íàçûâàòü íåàðõèìåäîâîé (èëè ñóùåñòâåííîé) ïëîñ-
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êîñòüþ, à ñîâîêóïíîñòè òî÷åê ( , ), ( , )X 4 4 U — îñÿìè äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàò â ïëîñêîñòè 4XU.

Îïðåäåëåíèå 41.1. Ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì áóäåì íàçûâàòü
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâîêóïíîñòåé òî÷åê ( ,X U). Ñîâîêóïíîñòü ìî-
æåò çàäàâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà ðàâåíñòâ, íåðàâåíñòâ,
ïðîöåäóðàìè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è ò.ä. Ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ
ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ äðóã íà äðóãà ñ ñîõðàíåíèåì
ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè.

Íåàðõèìåäîâà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò â ñåáå áåñêîíå÷íî ìíîãî
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ îòêðûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âîçìîæ-
íîñòåé. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïåðåíîñ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ îáû÷íîé âåùåñòâåííîé ïëîñ-
êîñòè íà íåàðõèìåäîâó ïëîñêîñòü. Îòìåòèì çíà÷åíèÿ X è U, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ÿäðàì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
õ ó* *, . Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ( , )* *õ ó íàçîâåì âåùåñòâåííîé ðåøåòêîé
(èëè êàðêàñîì) íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó àðõèìåäîâîé è íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòÿ-
ìè ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Oxy —
îáû÷íàÿ àðõèìåäîâà ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâûìè îñÿìè êîîðäèíàò
Ox Oy, . Îòìåòèì íà ïëîñêîñòè âñå òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäè-
íàòàìè (ðèñ. 9.1). Ýòè òî÷êè îáðàçóþò êàðêàñ, êîòîðûé ïîãðóæåí â
ïðîñòðàíñòâî ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íåêî-
òîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû, ñîñòàâëåííûå èç òî÷åê ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè êîîðäèíàòàìè. ßñíî, ÷òî íè÷òî íå ìåøàåò ðàññìàòðèâàòü èõ
êàê îáðàçû, ïðèíàäëåæàùèå è ê ïëîñêîñòè Oxy. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò
áîëüøîé ïðîèçâîë â ïðîäîëæåíèè ïîñòðîåííûõ îáðàçîâ íà òî÷êè ñ
íåöåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Ðèñ. 9.1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó
òî÷êàìè íåàðõèìåäîâîé è îáû÷íîé
àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè. Òåïåðü îò-
ìå÷åííûå òî÷êè — ýòî òî÷êè àðõè-
ìåäîâîé ïëîñêîñòè, à âñÿ ïëîñ-
êîñòü — ýòî óæå íåàðõèìåäîâà
ïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì ïîä âåùåñò-
âåííûìè ÷èñëàìè íåîáõîäèìî ïî-
íèìàòü ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
( , )* *õ ó , ò.å. âåùåñòâåííóþ ðåøåòêó.

Àíàëîãèÿ, êîíå÷íî, ãðóáàÿ, òàê
êàê öåëî÷èñëåííûé êàðêàñ àíèçî-
òðîïíûé. Îí âûäåëÿåò íà ïëîñêîñòè
Oxy èçáðàííûå íàïðàâëåíèÿ. Ðåàëü-
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íîå æå ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíîå. Èçîòðîïíûìè ÿâëÿþòñÿ è åãî
àðèôìåòè÷åñêèå ìîäåëè. Ïîýòîìó â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè öåëî÷èñ-
ëåííûå êîîðäèíàòû ëó÷øå çàìåíèòü ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Òîãäà èçîòðîïèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ è ìû èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷-
êó: ïðîñòðàíñòâî òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè îáðàçóåò
êàðêàñ â àðõèìåäîâîì (âåùåñòâåííîì) ïðîñòðàíñòâå; àðõèìåäîâî
ïðîñòðàíñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóåò êàðêàñ â íåàðõèìåäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà ïîêðûâàåò ïëîñêîñòü ïîäîáíî ñåòè ñ
ÿ÷åéêàìè îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà. Âíóòðè äàííûõ ÿ÷ååê ìîæíî
ïîìåñòèòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïîäîáíûõ ðåøåòîê, êîòîðûå íå
áóäóò èìåòü ìåæäó ñîáîé îáùèõ òî÷åê. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîìåñ-
òèòü ðåøåòêè ñ êîîðäèíàòàìè ( ; )n a n b1 2� � , ãäå n n1 2, — öåëûå, à
0 1� �a b, — äðîáíûå ÷èñëà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåùåñòâåííàÿ ðåøåòêà ( , )* *õ ó ïîêðûâàåò íå-
àðõèìåäîâó ïëîñêîñòü êàê ñåòü ñ ðàçìåðîì ÿ÷ååê, êîòîðûé ìîæíî
îöåíèòü ëþáûì àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëîì. Â ïðîìå-
æóòêè ìåæäó óçëàìè ñåòè ìîæíî ïîìåñòèòü ñêîëüêî óãîäíî ïîäîá-
íûõ ðåøåòîê. Íàïðèìåð, ðåøåòêè ( ,* *x y� �a b), ãäå 0 � �a b, E.
Ïîëå ÿäåð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èçîìîðôíî ïîëþ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðèé, ïîñòðîåííûõ
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé íà âå-
ùåñòâåííóþ ðåøåòêó íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè.

Íîâûé ìîìåíò âîçíèêàåò òîëüêî â ïîíèìàíèè äàííûõ ðå-
çóëüòàòîâ. Ðàíüøå (íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè Oxy) ìû ñ÷èòàëè,
÷òî, íàïðèìåð, îêðóæíîñòü x y2 2 1� � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîø-
íóþ êðèâóþ (ðèñ. 9.2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåëüçÿ áûëî ïðîéòè ïî
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íåïðåðûâíîìó ïóòè èç öåíòðà âî âíåøíèå òî÷êè ê îêðóæíîñòè
áåç ïåðåñå÷åíèÿ ñàìîé îêðóæíîñòè. Åñëè îêðóæíîñòü — ïðåïÿò-
ñòâèå íà ïóòè, òî ýòî áûëî íåïðåîäîëèìîå (íåïðîíèöàåìîå) ïðå-
ïÿòñòâèå.

Òåïåðü ìû ïîñìîòðåëè íà ýòî ïðåïÿòñòâèå ñ ðàçðåøåíèåì, êîòî-
ðîå äàåò àíàëèç-2. Ìû óâèäåëè, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïðåïÿòñòâèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî ( , )* *õ ó è îêðóæàþùèé åãî îðåîë (ðèñ. 9.3). Íà íå-
àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè îò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìû îñòàâèëè òîëüêî
èõ ÿäðà. Ïîýòîìó ïðåïÿòñòâèå ñòàëî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
òî÷åê ( , )* *õ ó , äëÿ êîòîðûõ

( ) ( )* *õ ó2 2 1� � . (1)

Ýòî óæå âïîëíå ïðîíèöàåìîå ïðåïÿòñòâèå (ðèñ. 9.4). Èç öåíòðà âî
âíåøíèå òî÷êè ìîæíî ïîïàñòü ïî ìíîãèì íåïðåðûâíûì ïóòÿì,
íàïðèìåð ïî ëó÷àì U U� � �( ) ,1 E X E Xw . Âñå ýòè ïóòè íå çàäåâàþò
ïðåïÿòñòâèå (1).

Ëþáûå ãåîìåòðè÷åñêèå îòíîøåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà âåùåñòâåí-
íîì êàðêàñå, ìîæíî òàê èëè èíà÷å ïðîäîëæèòü íà ìèêðî- è ìåãà-
óðîâíè íåàðõèìåäîâà ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü îòêðûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
ìíîãî âîçìîæíîñòåé. Íåêîòîðûå èç äàííûõ âîçìîæíîñòåé ðàññìîò-
ðèì â ïîäðàçäåëàõ 2–4 äàííîãî ïàðàãðàôà.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîëíîì ïåðåíîñå ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè íà íåàðõèìåäîâó
ïëîñêîñòü 4XU. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïåðåíîñÿòñÿ íå òîëüêî îáúåê-
òû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðàì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íî è îðåîëû
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ýòèõ ÷èñåë. Îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 9.4 è óðàâíåíèþ (1). Çàìåíèì åãî íà
ñëåäóþùåå:

( (stX) st2 2 1� �U) . (2)

Çäåñü stX — ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü ÷èñëà X: st st( ) , (3 3 3� � � � �E w) ,
stE � 0 (ñì. § 7). Îáúåêò (2) äîñòàòî÷íî èíòåðåñåí. Çäåñü ïðîìåæóòêè
ìåæäó òî÷êàìè êàðêàñà çàïîëíåíû íå ëèíèåé («ìîñòîì» ìåæäó òî÷-
êàìè), à öåëîé äâóìåðíîé îáëàñòüþ (ñì. ðèñ. 9.3).

Ïðåäñòàâëåíèå î íåé äàåò ìîäåëü, êîòîðóþ ìîæíî èçîáðàçèòü íà
îáû÷íîé âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü y f x� ( ) — íåêîòîðàÿ êðè-
âàÿ íà ïëîñêîñòè Oxy. Ïîñòàâèì åé â ñîîòâåòñòâèå îáúåêò, êîîðäèíà-
òû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ [ ] ([ ])y f x� . Åñëè óðàâíåíèå
y f x� ( ) íå èìååò öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé, òî óêàçàííîãî îáúåêòà íå
ñóùåñòâóåò. Íî çàòî ëþáîìó öåëî÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåò ïîë-
íîñòüþ çàïîëíåííûé åäèíè÷íûé êâàäðàò, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò íà-
øåìó îáúåêòó (ðèñ. 9.5, f x x( ) � ).

«Ãðàôèêîì» «êðèâîé» (2) áóäåò «îêðóæíîñòü», èçîáðàæåííàÿ íà
ðèñ. 9.3 «Ãðàôèê» âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, íî è èõ îðåîëû. Íà ïëîñêîñòè 4XU ýòî áóäåò ïîëîñà ñ ðàçìûòîé,
íåîïðåäåëåííîé âíåøíåé ãðàíèöåé. Òî÷íåå ñêàçàòü, ÷òî øèðèíà
äàííîé ïîëîñû èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ E è ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííî
áîëüøîé (ðàâíà äèàìåòðó âåùåñòâåííîãî ÷èñëà). Â îáùåì ñëó÷àå
ëþáàÿ êðèâàÿ y f x� ( ) íà ïëîñêîñòè 4XU ïðè ïåðåíîñå íà íåàðõèìå-
äîâó ïëîñêîñòü âûãëÿäèò êàê st f stU � ( )X . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
ãåîìåòðèþ ñ ëèíèÿìè íåêîòîðîé òîëùèíû. Ñàìîå èíòåðåñíîå ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî íàëè÷èå òîëùèíû íå âíîñèò â ãåîìåòðèþ êàêèõ-ëèáî
îñëîæíåíèé. Íàïðèìåð, åñëè íà ïëîñêîñòè âìåñòî ïðÿìîé ìû èìååì
ïîëîñó øèðèíîé d, òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ òàêèõ ïîëîñ ïîä óãëîì a
äîëæíî äàòü «òî÷êó» ïëîùàäüþ d 2 / sina (ðèñ. 9.6).

Ïëîùàäü íå çàâèñèò îò óãëà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ òîëüêî äëÿ äâóõ
êðàéíèõ ñëó÷àåâ: ëèáî êîãäà d 	 0, ëèáî êîãäà d íåîãðàíè÷åííî

âåëèêî (êðàéíîñòè ñõîäÿòñÿ). Â
ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìû
èìååì âòîðîé ñëó÷àé. ßñíî, ÷òî
âíóòðè òàêèõ ëèíèé «ñ òîëùèíîé»
ìîæíî ïîìåñòèòü ñêîëüêî óãîäíî
íåàðõèìåäîâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, îäèí èç ðàçìåðîâ êîòî-
ðûõ èìååò ïîðÿäîê àêòóàëüíîé
áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû.

Èíòåðåñíî ïîñòàâèòü âîïðîñ:
÷òî âîîáùå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ (ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë), åñëè íà íåå ïîñìîòðåòü ñ ðàçðå-
øåíèåì, êîòîðîå äàåò àíàëèç-2? Íàïðèìåð, åâêëèäîâà ïðÿìàÿ åñòü
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

a x b y câåù âåù âåù âåù âåù� � . (3)

Èíäåêñ ïîä÷åðêèâàåò òîò ôàêò, ÷òî ïàðàìåòðû è ïåðåìåííûå ñóòü
âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òî÷êà «áåñêîíå÷íîñòü» â ñîñòàâ ïðÿìîé íå
âêëþ÷åíà. Íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè 4XU «ðàçìàçàííîñòü» îáú-
åêòà (3) óäîáíî çàôèêñèðîâàòü ÿâíî, íàïðèìåð ïóòåì ïðåäñòàâëåíèé
âèäà à àâåù � �* ,q ãäå à st à* ( )� âåù — ÿäðî ÷èñëà àâåù , à q — ÷èñëà
îðåîëà àâåù . Ôàêòè÷åñêè q � 0âåù èëè, òî÷íåå, q— ïåðåìåííàÿ, ïðè-
íèìàþùàÿ ëþáûå áåñêîíå÷íî ìàëûå çíà÷åíèÿ.

Ïðîâåäåì â ïðîñòðàíñòâå 4XU ñôåðó (îêðóæíîñòü) ðàäèóñîì w.
Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ïðÿìûå (3) öåëèêîì íàõîäÿòñÿ âíóòðè
äàííîé ñôåðû. Çäåñü æå íàõîäÿòñÿ è äðóãèå îáúåêòû åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè. Èíûìè ñëîâàìè, âåñü ìèð åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè îãðàíè÷åí
ñôåðîé ðàäèóñà w.

Ñîãëàñíî àêñèîìå Åâêëèäà, ÷åðåç äâå òî÷êè ïðîõîäèò òîëüêî
îäíà ïðÿìàÿ. Âîçüìåì òî÷êè

À( , )0 0âåù âåù è Â( , )0âåù âåù1 . (4)

×åðåç äàííûå òî÷êè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ åâêëèäîâà ïðÿìàÿ

óâåù âåù� 0 . (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åðåç òî÷êè (4) ìîæíî ïðîâåñòè ñêîëüêî óãîäíî
(ïó÷îê) íåàðõèìåäîâûõ ïðÿìûõ. Âîçüìåì äâå õàðàêòåðíûå ïðÿìûå
èç ýòîãî ïó÷êà:

U � 0ñóù è U � �E X. (6)

Åñëè äàííûå ïðÿìûå íàáëþäàòü ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ, ïðèíÿòîé
â àíàëèçå-1, òî â îáëàñòè êîíå÷íûõ ÷èñåë (çàâåäîìî âíóòðè ñôåðû
ðàäèóñà w) ïðÿìûå (6) íå ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé è íå îòëè÷àåòñÿ
îò åâêëèäîâîé ïðÿìîé (5). Îäíàêî ïðè áîëüøåì óäàëåíèè îò íà÷àëà
êîîðäèíàò íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ êà÷åñòâåííî íîâûå ýôôåêòû: ïðÿ-
ìàÿ (5) âäðóã èñ÷åçàåò èç ïîëÿ çðåíèÿ (îíà çàêàí÷èâàåòñÿ ðàíüøå),
à ðàçëè÷èå ìåæäó ïðÿìûìè (6) ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè. Íàïðèìåð,
ïðè X � wîðäèíàòû ïðÿìûõ (6) îòëè÷àþòñÿ íà 1, ïðè X � w2 îòëè÷èå
â îðäèíàòàõ ðàâíî w è ò.ä. Ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ÷åðåç òî÷êè A
è B ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ ïó÷îê. Îãðà-
íè÷èìñÿ óêàçàííûìè çàìå÷àíèÿìè è ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äðó-
ãèõ êëàññîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè.
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Ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì âåùåñò-
âåííîì êàðêàñå ìîæåò áûòü çàäàíà åâêëèäîâà ìåòðèêà èëè ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû íååâêëèäîâûõ ìåòðèê. Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû äàííûå ìåòðèêè ïðîäîëæèòü íà ìèêðî- è ìåãàîá-
ëàñòè «ïî íåïðåðûâíîñòè». Âûøå ìû îñòàíîâèëèñü íà åâêëèäîâîé
ìåòðèêå. Îáñóäèì âîïðîñ î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè. Ïóñòü
ó f x� ( ) — óðàâíåíèå íåêîòîðîé êðèâîé íà îáû÷íîé ïëîñêîñòè Oxy.
Íà ïëîñêîñòè OXU åé ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âåùåñòâåí-
íîé ðåøåòêè ó f x* *( )� . Îïðåäåëèì íîâûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò
U � F(X) íà ïëîñêîñòè OXU òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñ-
ëîâèÿ:

F x f x( ) ( )* *� ;

åñëè X Lim�
	n

nx
w

*, òî ïîëîæèì

F F x
n

n( ( )*X) Lim�
	w

;

åñëè X limit X( )�
	�v

v , ãäå X( ) Lim ( )v x v
n

n�
	w

* , òî ïîëîæèì

F F v
v

( (X) limit X( ))�
	�

.

Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ïðèíàäëåæàò ïðÿìûì 4X
èëè 4U. Îá îáúåêòå, ïîñòðîåííîì ïî óêàçàííûì ïðàâèëàì, áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì îáúåêòà
y f x� ( ) ñ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè íà íåàðõèìåäîâó ïëîñêîñòü.
Íàïðèìåð, íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì îêðóæíîñòè (1) ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòü (ðèñ. 9.7 R � 1)

X 2 2 1� �U .

Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ óæå íå-
ïðîíèöàåìûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ
ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ïóòåé, âåäó-
ùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò âî âíåø-
íèå ê êðóãó òî÷êè. Âñå ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå â ãåîìåòðèè íàä ïî-
ëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïåðåíî-
ñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé íà íåàðõè-
ìåäîâû îáúåêòû, ïðîäîëæåííûå
ïî íåïðåðûâíîñòè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ
íåàðõèìåäîâîé ãåîìåòðèè âûïîë-
íÿåòñÿ: â íåàðõèìåäîâîé ãåîìåò-
ðèè åñòü êëàññ ãåîìåòðè÷åñêèõ
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îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ âñå ðåçóëüòàòû àðõèìåäîâûõ òåîðèé ñîõðàíÿ-
þòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñ ïàðàìåòðàìè, ðàâíûìè áåñêîíå÷íî
áîëüøèì èëè áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëàì. Îáðàòèìñÿ ê îáúåêòàì, êîòî-
ðûå ïîëó÷åíû íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì ñ âåùåñòâåííîãî ìàñ-
øòàáíîãî óðîâíÿ. Âñå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â èõ îïèñà-
íèè, ìîãóò áûòü ÷èñëàìè òîëüêî âåùåñòâåííîãî óðîâíÿ. Íè÷òî, îä-
íàêî, íå ìåøàåò ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûå îáúåêòû ñ ïàðàìåòðàìè,
ïðèíàäëåæàùèìè äðóãèì óðîâíÿì íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Íàïðè-
ìåð, ïðÿìàÿ

U � �1 kX

ïðè k, ðàâíîì ÿäðó âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, ýòî íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèå ïðÿìîé y kx* *� �1 . Îäíàêî åñëè k � �( )E èëè ( )�Ew , òî ýòî
óæå íîâûå îáúåêòû, à èìåííî ïðÿìûå

U U� � � �1 1EX E X, w . (7)

Äàííûå îáúåêòû äîñòàòî÷íî èíòåðåñíû. Ìû ðàññìàòðèâàåì åâê-
ëèäîâó ãåîìåòðèþ, ïîýòîìó ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé OX ÷åðåç òî÷êó
( , )0 1 ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ. Ýòî áóäåò ïðÿìàÿ U � 1.
Âñå îñòàëüíûå ïðÿìûå U � �1 kX ïðè k � 0 ïåðåñåêàþò îñü OX. Àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è íà àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè Îõó.
Îäíàêî â íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå â âîïðîñå î ïàðàëëåëüíûõ ïîÿâëÿåò-
ñÿ íîâîå îáñòîÿòåëüñòâî. Âñå ïðÿìûå, íå ïàðàëëåëüíûå OX, åñòåñò-
âåííûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ êëàññà
(ðèñ. 9.8). Ïåðâûé êëàññ — ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå îñü OX â êîíå÷-
íûõ òî÷êàõ, íàïðèìåð ïðÿìûå U � �1 2X èëè U � � �1 10 23 X. Âòîðîé
êëàññ — ïðÿìûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îñü â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ
òî÷êàõ, íàïðèìåð ïðÿìûå (3).
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Äðóãîé ïðèìåð — ýòî îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî èëè áåñêî-
íå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà (ñì. ðèñ. 9.7):

X E X2 2 2 2 2 2� � � �U U, w .

Äàííûå îáúåêòû ðàçìåùàþòñÿ ëèáî íà ìèêðîìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ
ïëîñêîñòè, ëèáî íà åå ìåãàóðîâíÿõ. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íà âñå
ïîäîáíûå îáúåêòû ïåðåíîñÿòñÿ âñå òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â ãåîìåò-
ðèè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî â
òîì, ÷òî òàì, ãäå ðàíüøå â ðåçóëüòàòàõ ôèãóðèðîâàëè òîëüêî âåùåñò-
âåííûå ïàðàìåòðû, òåïåðü ìîãóò ôèãóðèðîâàòü òàêæå ÷èñëà E,wè äð.

Ðàçðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ. Ñëåäóþùèå êëàññû îáúåêòîâ ìîæíî
ïîëó÷àòü ïóòåì ïîñòåïåííîãî îñëàáëåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè.
Âîçüìåì, íàïðèìåð, ýëëèïñ, ïîñòðîåííûé íà âåùåñòâåííîì êàðêàñå:

( ) ( )* *x

a

y

b

2

2

2

2
1� � . (8)

Åãî íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì áóäåò ýëëèïñ

X 2

2

2

2
1

a b
� �U

. (9)

Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü è ñêîëüêî óãîäíî ðàçðûâíûõ ïðîäîëæå-
íèé, íàïðèìåð

(
,

st

a b

X)2

2

2

2
1� �U

(10)

X 2

2

2

2
1

a

st

b
� �(

.
U)

(11)

Âî âñåõ ïðèìåðàõ ïðè çíà÷åíèÿõ X � �x y* *, U èìååì ýëëèïñ (8).
Â ñëó÷àå (9) ïðîìåæóòêè ìåæäó òî÷êàìè êàðêàñà (8) çàïîëíåíû íå-
ïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîýòîìó âñå
ñâîéñòâà ýëëèïñà ñîõðàíÿþòñÿ è íà ëþáûõ ìèêðîóðîâíÿõ. Â ñëó÷àå
(10) ïðîìåæóòêè çàïîëíåíû ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè, ò.å. ëî-
êàëüíî «ýëëèïñ» ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåç-
êîâ. Àíàëîãè÷íî îáúåêò (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêîâ.

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ôðàêòàëüíîãî òèïà. Ñëåäóþùèå êëàññû
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èõ îïèñàíèå
÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè ôóíêöèè âèäà

U � �F f xm v( ( ,... , ,... . . .)X) h x x1 ,
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ãäå
X � � � � � � �h x xm vx. . . . . . . . .1 .

Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

F x v( ... ... . . .X) � � � � � � � �h x x xw
2 2

1
2

2
2 2 . (12)

Íà ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå ãðàôèê (12) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ïàðàáîëó. Îäíàêî îò ïàðàáîëû

U � X2 (13)

ïàðàáîëà (12) îòëè÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî. Ëîêàëüíî ïàðàáîëà (13)
âûãëÿäèò êàê ïðÿìàÿ (ëîêàëüíî êàê ïðÿìàÿ âûãëÿäèò ëþáàÿ ãëàäêàÿ
êðèâàÿ). Êðèâàÿ æå (12) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé íà ëþáîì ìàñøòàáíîì
óðîâíå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèè âèäà (12) ìîæíî íàçâàòü ôóíêöèÿìè
ôðàêòàëüíîãî òèïà.

Â íåàðõèìåäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåòîäû,
êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëîâ íà îáû÷íîé (ò.å. àð-
õèìåäîâîé) ïëîñêîñòè. Êðîìå òîãî, çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå âîçìîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîìåðíîñòüþ è ìíîãîìàñøòàáíî-
ñòüþ íåàðõèìåäîâûõ ïåðåìåííûõ. Áîëüøèå âîçìîæíîñòè ñâÿçàíû
òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäåëîâ â ñìûñëå Lim. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
îïèñàíèÿ ôàêòîðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûå ïðîöåññû,
ðåàëèçîâàííûå äëÿ ëþáîãî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü X,U ïðèíàäëåæàò ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ
÷èñåë. Èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî ( ,X U).
Ïóñòü A 0 — íåêîòîðàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè
( , )X 0 0U . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì íåêîòîðûì îïåðàòîðîì F
ñ äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Îïåðàòîð F ïåðåâîäèò
òî÷êó A 0 â òî÷êó A 1, çàòåì â òî÷êó A 2 è ò.ä. Íà øàãå íîìåð n èìååì

A F A FAn
n

n� � �0 1,

ãäå F n — n-ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà F. Åñëè F ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èòåðà-
öèè, òî â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàâåð-
øåííûé ðåçóëüòàò ëþáîãî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà
èòåðàöèé. Íàïðèìåð, ÷åðåç w èòåðàöèé ïðèäåì ê êîíêðåòíîé òî÷êå

A F A F A
n

n
w

w

w� �
	

Lim 0 0.

Õàðàêòåðèñòèêè òî÷åê Aw ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûäåëåíèÿ îïðå-
äåëåííûõ ìíîæåñòâ ñòàðòîâûõ òî÷åê A 0. Äëÿ âåñüìà øèðîêîãî êëàññà
îïåðàòîðîâ F è óñëîâèé íà Aw âûäåëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê A 0 áó-
äåò èìåòü ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
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ñîñëàòüñÿ íà ìíîæåñòâà Æþëèà êîìïëåêñíîãî êâàäðàòè÷íîãî îòî-
áðàæåíèÿ [115].

Äåéñòâèòåëüíî, èñêëþ÷èì âíà÷àëå âñå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ
ìíîãîìåðíîñòüþ îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü X,U ïðèíàäëå-
æàò íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, à òî÷êè A A0,... . . .w — ê íåàðõèìåäîâîé
ïëîñêîñòè 4XU (ýòî îãðàíè÷åíèå îòíîñèòñÿ óæå ê îïåðàòîðó F). Ïî-
ëîæèì 5 � �X iU è çàäàäèì îïåðàòîð F óñëîâèåì

5 � 5 � � ��n n C C n1
2 , , ,...const 0, 1...w (14)

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ìíîæåñòâà ñòàðòîâûõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ èòåðàöèè (14) îñ-
òàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè n 	 �. Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå òî æå
ñàìîå óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ îãðàíè÷åííîñòè êîíå÷íûì
÷èñëîì ìîäóëÿ | |Zw .

Ìíîãîìàñøòàáíîñòü íåàðõèìåäîâîé ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ñâîè ôðàêòàëû íà êàæäîì èç ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Âîçüìåì
äâà óðîâíÿ:

X � � � �x yx h; U , (15)

ãäå x y, — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, x h, — àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî
ìàëûå. Ïóñòü îïåðàòîð F çàäàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè ÷åòûðåõ ïåðå-
ìåííûõ:

x f x y� � ��x x h)( , , , ,
(16)

y g x y� � � �h x h( , , , ).

Øòðèõàìè îáîçíà÷åí îáðàç òî÷êè (15). Åñëè

-

-

-

-

-

-

-

-
� � � �f

x

f f

y

f

x h
0 0, ,

(17)
-

-

-

-

-

-

-

-
� � � �g

x

g g

y

g

x h
0 0, ,

òî ôóíêöèè çàâèñÿò íå îò ÷åòûðåõ, à òîëüêî îò äâóõ àðãóìåíòîâ. Ïî-
ýòîìó ìíîãîìàñøòàáíîñòü ôàêòè÷åñêè íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Ïðåîáðàçî-
âàíèå (14) îòíîñèòñÿ èìåííî ê ýòîìó òèïó. Îñëàáèì óñëîâèÿ (17).
Ïóñòü

x f x y y g x y� � ��( , ), ( , ), (18)

x j x h h j x h)� � ��( , , , ), ( , , , .x y x y (19)

Ñîãëàñíî (18), ðåïåðíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè, ðàâíûìè ÿäðàì âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïåðåõîäÿò â ðåïåðíûå æå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,
â êà÷åñòâå (18) ìîæíî âçÿòü ïðåîáðàçîâàíèå (14) èëè ëþáûå äðóãèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà îáû÷íîé (àðõèìåäîâîé) ïëîñ-
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êîñòè. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îðåîëîâ (19) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåîá-
ðàçîâàíèå òîãî æå òèïà, ÷òî è äëÿ âåùåñòâåííîé ðåøåòêè (18). Îäíà-
êî íè÷òî íå ìåøàåò ðàññìîòðåòü è áîëåå îáùèå ñëó÷àè, êîãäà áåðóòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãèõ òèïîâ. Çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî âîç-
ìîæíîñòåé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå «íåïåðåìåøè-
âàíèÿ îðåîëîâ è ñòàíäàðòíûõ ÷àñòåé çà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðà-
öèé». Èìååòñÿ â âèäó ñëåäóþùåå. Åñëè ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü êîîðäèíàò
( ,X U) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó (18), ò.å. òî÷êà ( , )x y ïåðåõîäèò â òî÷-
êó ( , )x y� � , òî îðåîë òî÷êè ( , )x y äîëæåí ïåðåõîäèòü â îðåîë òî÷êè
( , )x y� � . Âîçüìåì çà îñíîâó êîìïëåêñíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå
(14). Òîãäà óñëîâèþ «íåïåðåìåøèâàíèÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ»
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå (19):

x w x h

h wx h

� � � � �
�� � � �

( ) ( , ),

( , ),

2 2

2

E

E

P x y

Q x y

ãäå P iQ C� � — ïàðàìåòð, âîçìîæíî çàâèñÿùèé îò ïîëîæåíèÿ ðå-
ïåðíîé òî÷êè ( , )x y , P Q, — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, â íåàðõèìåäîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïåðåíåñòè
ëþáûå ôðàêòàëû, êîòîðûå âîçìîæíû â îáû÷íîì àðõèìåäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, çäåñü îòêðûâàþòñÿ êà÷åñòâåííî íîâûå âîç-
ìîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìàñøòàáîâ
è èçìåðåíèé ñàìèõ íåàðõèìåäîâûõ îñåé êîîðäèíàò.

§ 42. Èçìåðåíèå óãëîâ êàñàíèÿ

Ïóñòü x y, — îáû÷íûå âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå è Oxy — îáû÷-
íàÿ (ò.å. àðõèìåäîâà) ïëîñêîñòü. Ïóñòü y f x g x� ( ), ( ) — ãðàôèêè äâóõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî d( )g f, � 0 òàêîå, ÷òî
ïðè 0 � �x d çíàê f x g x( ) ( )� íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò, ïðè 0 � �x d ëèáî
f x g x( ) ( )� , ëèáî f x g x( ) ( )� . Îáëàñòü ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ïðè
0 � �x d íàçûâàåòñÿ óãëîì, òî÷êà (0, 0) — åãî âåðøèíîé, à ãðàôèêè
f x g x( ), ( ) — ñòîðîíàìè óãëà.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ìåðó ïîäîáíûõ óãëîâ.
Îáîçíà÷èì ìåðó ÷åðåç a( )g f, . Âåëè÷èíà îêðåñòíîñòè d çíà÷åíèÿ íå
èìååò, ïîýòîìó ïàðàìåòð dâ îáîçíà÷åíèè ìåðû íå ôèãóðèðóåò. Âåçäå
èìååòñÿ â âèäó òî, ÷òî ìû ðàáîòàåì â ïðåäåëàõ d-îêðåñòíîñòè. Ìåðà
óãëîâ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:

10. a( ) ag f f g, ( , )� � . Åñëè f x g x g f( ) ( ), ( , )� �òî a 0.
20. Ðàñøèðèì ïîíÿòèå óãëà íà ñëó÷àé, êîãäà f x g x( ) ( )( . Ïîëî-

æèì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî a( , )f f � 0.
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30. Ìåðà óãëà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òàêæå óñëîâèþ ñîãëàñîâàí-
íîñòè:

äëÿ óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ëó÷àìè

g x f x x( ) , ( )( � �0 tgb , (1)

ìåðà äîëæíà äàâàòü îáùåïðèíÿòîå çíà÷åíèå, ò.å. âåëè÷èíó b:

a b ) b( ;0 tg x � . (2)

40. Êðîìå òîãî, ìåðà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ àääèòèâíî-
ñòè: åñëè f x g x( ), ( ) è h x( ) — òðè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàí-
íûì âûøå óñëîâèÿì, òî

a a a( , ) ( , ) ( , )h g g f h f� � .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ óãëîâ ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ
ôîðìóëîé (2). Ïðîáëåìà, êàê èçâåñòíî, âîçíèêàåò, êîãäà ñòîðîíû
óãëà â âåðøèíå èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ. Íèæå äîñòàòî÷íî îãðà-
íè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà g x( ) ( 0 è f x( ) � 0.

Íàïðèìåð, ïóñòü f x x( ) � 2 (ðèñ. 9.9). Òàêîé óãîë (óãîë êàñàíèÿ,
èëè ðîãîâèäíûé óãîë) ìåíüøå óãëà âèäà (1) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî ÷èñëà b � 0. Çíà÷èò, åãî âåëè÷èíà — ýòî íåêîòîðîå àêòóàëüíîå
áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ, âîñõîäÿùèé ê [1]. Ïðåæäå âñåãî çàìåíèì âñå âåùåñòâåííûå
÷èñëà èõ ÿäðàìè è ïåðåíåñåì èçìåðÿåìûé óãîë â íåàðõèìåäîâó ïëîñ-
êîñòü (ðèñ. 9.10). Êîíå÷íî, âìåñòå ñ óãëîì â íåàðõèìåäîâó ïëîñêîñòü
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OXU ìû ïåðåíîñèì è âñþ àðõèìåäîâó ïëîñêîñòü Ox y* * â êà÷åñòâå
êàðêàñà, èëè ðåïåðíîé «ñåòêè». Òåïåðü ñòîðîíû óãëà óæå íå âûãëÿäÿò
êàê ñïëîøíûå ëèíèè. Âîçüìåì ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷å-

íèé àðãóìåíòà X n
n

� 1
. Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà è ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåç-

ðàçìåðíûìè. Â êà÷åñòâå ìåðû óãëà ïðèìåì çíà÷åíèå

a
w

� � 

�
� 

�
�

	
Limarctg
n

n f
n

1
. (3)

Ìåðà (3) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî îíà äàåò â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Âî-ïåð-

âûõ, îïðåäåëèì óãîë, êîòîðûé èìååò ìåðó, ðàâíóþ ýòàëîííîìó áåñ-
êîíå÷íî ìàëîìó ÷èñëó E. Èç óðàâíåíèÿ a � E, èëè

arctg n f
n n

1 1

�
� 

�
� �

ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî f x x x( ) � tg . Äàëåå, ïóñòü y kx� 2. Òîãäà

a � � �
	�

Limarctg arctg E
n

n k
k

n
2

( ). (4)

Ìåíüøåìó (ïîëîæèòåëüíîìó) çíà÷åíèþ k ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøèé
óãîë. Íî ïðè ëþáîì k � 0 óãëû (4) áóäóò âñåãäà áîëüøå óãëîâ, îáðàçî-
âàííûõ îñüþ y � 0 è êðèâîé y m x� � 3. Çäåñü èìååì

a � �arctg E( )m 2

è ò.ä. Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü óãîë ìåæäó îñüþ y � 0 è îêðóæíîñòüþ
ðàäèóñîì R:

( )y R x R� � �2 2 2.

Èìåííî îá ýòîì óãëå ðå÷ü èäåò â «Íà÷àëàõ» Åâêëèäà [1]. Ôîðìóëà (3)
äàåò

a � � � 

�
� 

�
�




�

�
�



�

�
� � � �



arctg arctg

E

E E ER

R R R
1 1

2 3

32 8
...

�
�
�



�
�
�. (5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íîâûì ôåíîìåíîì. Îêàçûâà-
åòñÿ, âåëè÷èíà óãëà ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìîé îò ìàñøòàáà äëèíû. Ïðè-
÷åì åñëè ìû èìååì óãëû òèïà (1), òî ìàñøòàá äëèíû â ôîðìóëå (3)
ñîêðàùàåòñÿ. Îäíàêî åñëè óãëû, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ óãëàìè êàñà-
íèÿ, òî ìåðà óãëà ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìîé îò ìàñøòàáà äëèíû. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè óãîë îáðàçîâàí ïðÿìîëèíåéíûìè ëó÷àìè, òî èçîòðîï-
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íîå ðàñòÿæåíèå ïëîñêîñòè âåëè÷èíó óãëà íå ìåíÿåò. Îäíàêî â îáùåì
ñëó÷àå (3) ýòî íå òàê: èçîòðîïíîå ðàñòÿæåíèå ïëîñêîñòè ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ óãëîâ êàñàíèÿ (ðîãîâèäíûõ óãëîâ).

Èòàê, ôîðìóëà (3) äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû èçìåðåíèÿ ðîãîâèä-
íûõ óãëîâ. Èõ âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåàðõèìåäîâûìè. Îíè óïîðÿäî÷å-
íû ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð, ôîðìóëà (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ óìåíüøå-
íèåì ðàäèóñà îêðóæíîñòè óãîë óâåëè÷èâàåòñÿ. Íî äî êàêèõ ïðåäåëîâ
ìîæíî óìåíüøàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè? Â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà-
÷è ìû ðàññìàòðèâàåì óãëû, çàäàííûå â îáû÷íîé àðõèìåäîâîé ïëîñ-
êîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îêðóæíîñòè — ýòî ëþáîå ïîëîæèòåëü-
íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ýòî è åñòü îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ.
È ôîðìóëà (5) äëÿ ëþáîãî R � 0, ïðèíàäëåæàùåãî âåùåñòâåííîìó
ìàñøòàáíîìó óðîâíþ, äàåò âïîëíå àäåêâàòíûé ðåçóëüòàò.

À ÷òî îíà äàñò, åñëè ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü åå, íàïðèìåð, ê óãëó,
îáðàçîâàííîìó ïðÿìîé è îêðóæíîñòüþ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà
R � E? Èç ôîðìóëû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî a p� / 4. Ñìûñë ðåçóëüòàòà âè-
äåí èç ðèñ. 9.11.

Ïîÿñíèì åãî. Åñëè ìû äîïóñêàåì çíà÷åíèÿ R � E, òî çíà÷èò ðàñ-
ñìàòðèâàåì ãðàôèêè íåàðõèìåäîâûõ ôóíêöèé. Èõ ãðàôèêè ðàñïîëà-
ãàþòñÿ íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó è èñõîäíóþ çàäà÷ó íå-
îáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óæå èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Èòàê, ïóñòü
U � F( )X — ãðàôèê íåàðõèìåäîâîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ñóùåñò-
âåííîé ïðÿìîé 4X. Ãðàôèê ïîëó÷åí íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì ñ
àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè:

F F( ) , (O X) ïðè X� � �0 0 0. (6)

Íà íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè ôîðìóëà (3) îçíà÷àåò íå ÷òî èíîå, êàê
îïðåäåëåíèå óãëà íàêëîíà ñåêóùåé ëèíèè ê ãðàôèêó F(X). Èìåííî
ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó ( , ( ))E EF .
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ßñíî, ÷òî òàêàÿ ñåêóùàÿ óãîë â öåëîì óæå íå õàðàêòåðèçóåò. Ïîïûò-
êè ïîèñêà àäåêâàòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàìêàõ íå-
àðõèìåäîâà àíàëèçà ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ 2 ýòî íåâîçìîæíî. Íå-
îáõîäèì ïåðåõîä ê íåàðõèìåäîâó àíàëèçó ñ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíüþ
ðàçðåøåíèÿ (ñì. ãë. 13), ò.å. ê àíàëèçó-3. Â ðàìêàõ àíàëèçà-3 ìîæíî
èçìåðèòü óãëû (6). Îäíàêî åñëè óãîë (6) ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíî-
ñòè íà íåàðõèìåäîâó ïëîñêîñòü-3, òî äëÿ èçìåðåíèÿ òàêèõ óãëîâ íå-
îáõîäèìî áóäåò ïîñòðîèòü àíàëèç-4. È òàê äàëåå äî áåñêîíå÷íîé ñòå-
ïåíè ðàçðåøåíèÿ, çàòåì — ê àíàëèçó ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ íà
åäèíèöó áîëüøå è ò.ä. — äî òåîðèé, ñòåïåíü ðàçðåøåíèÿ êîòîðûõ óæå
íå ïîääàåòñÿ íèêàêîìó âîîáðàæåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà èçìåðåíèÿ ðîãîâèäíûõ óãëîâ ïðèîá-
ðåòàåò êàêîé-òî ñîâåðøåííî îñîáûé ñìûñë. Äëÿ ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ
îíà âñå âðåìÿ òðåáóåò ïåðåõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëüíîñòè âñå áî-
ëåå âûñîêîãî ïëàíà.

Äåéñòâèòåëüíî, âíà÷àëå ìû ðàñïîëàãàåì îáû÷íîé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé è ãåîìåòðèåé Åâêëèäà íà îáû÷íîé àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè.
Íà íåé åñòü ïðÿìûå, îêðóæíîñòè, à òàêæå óãëû, îáðàçîâàííûå îê-
ðóæíîñòÿìè è êàñàòåëüíûìè ê íèì ïðÿìûìè. Ïðè ýòîì ðàäèóñ îê-
ðóæíîñòè — ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Êîãäà ìû ðàçãëÿ-
äûâàåì ÷åðòåæ, íàì êàæåòñÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêè óãîë, îáðàçîâàííûé
îêðóæíîñòüþ è êàñàòåëüíîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ «áåñêîíå÷íî» îñòðûì.
Íî ÷òî çíà÷èò «òåîðåòè÷åñêè»? Ýòà òåîðèÿ èìååò ðàçðåøàþùóþ ñïî-
ñîáíîñòü 1 è îòíîñèòñÿ ê àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè. Åñëè ìû ïåðåõî-
äèì ê íåàðõèìåäîâîé (ñóùåñòâåííîé) ïëîñêîñòè, òî âèäèì, ÷òî òî,
÷òî ìû ñ÷èòàëè òî÷êîé, ò.å. îáúåêòîì, «íå èìåþùèì ÷àñòåé», òåïåðü
ïðåâðàòèëîñü â òóìàííîñòè. Â öåíòðå åå íàõîäèòñÿ ÿäðî. ßäðî îêðó-
æåíî îðåîëîì ñ ðàçìûòîé âíåøíåé ãðàíèöåé. Òåïåðü íà íîâîé ïëîñ-
êîñòè ìû óãîë äîëæíû èçîáðàçèòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.10.
Çäåñü óæå íè î êàêîé «ïðåäåëüíîé» åãî îñòðîòå ðå÷è èäòè íå ìîæåò.
Çàäà÷à èçìåðåíèÿ òàêèõ óãëîâ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ àðõè-
ìåäîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé Ïåðâîé àêñèîìå ðàç-
ðåøåíèÿ. Äëÿ èçìåðåíèÿ òàêèõ óãëîâ ìû äîëæíû ïåðåéòè ê íåàðõè-
ìåäîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìå, èìåþùåé ñòåïåíü ðàçðåøåíèÿ 2 (ò.å.
óäîâëåòâîðÿþùåé Âòîðîé àêñèîìå ðàçðåøåíèÿ).

Íîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò íîâàÿ íåàðõèìåäîâà
ïëîñêîñòü — ïëîñêîñòü-2. Íà íåé åñòü ñâîè ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è
óãëû, îáðàçîâàííûå îêðóæíîñòÿìè è êàñàòåëüíûìè ê íèì ïðÿìûìè.
×òî îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ïðÿìûì è îêðóæíîñòÿì â íåàðõèìåäîâîé
ïëîñêîñòè? Îí îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòáðàñûâàåì âñå îðåîëû âåùåñòâåí-
íîãî ÷èñëà è îñòàâëÿåì òîëüêî èõ ÿäðà (ñì. ðèñ. 9.10). Îò ïðåæíèõ
íåïðåðûâíûõ ñòîðîí óãëà íà àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè îñòàëèñü òîëü-
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êî ÿäðà è íè÷åì íå çàïîëíåííûå ïðîìåæóòêè ìåæäó íèìè. Âûïèñû-
âàÿ óðàâíåíèÿ òèïà (6), ìû çàïîëíÿåì ýòè ïðîìåæóòêè ïî íåïðåðûâ-
íîñòè. (Ìîãëè áû çàïîëíèòü è ïî-äðóãîìó. Ïîëó÷èëè áû äðóãèå îáú-
åêòû.) Ñíîâà èìååì óãîë, êîòîðûé âûãëÿäèò êàê «ïðåäåëüíî»
îñòðûé. Äëÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé òåïåðü äîïóñêàþòñÿ çíà÷åíèÿ,
ðàâíûå àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëàì èç ÷èñëîâîé ñèñòåìû 2.
Íàïðèìåð, R � �E 1/ w èëè R � �Ew ww1/ è ò.ä. Îäíàêî èçìåðèòü
òàêèå óãëû â ðàìêàõ íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû 2 íåâîçìîæ-
íî. Íåîáõîäèì ïåðåõîä ê òåîðèè ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ 3 è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà èçìåðåíèÿ ðîãîâèäíûõ óãëîâ ïðèîá-
ðåòàåò ðîëü âå÷íîãî ñòèìóëà, òðåáóþùåãî ïîñòðîåíèÿ èåðàðõèè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ òåîðèé, èìåþùèõ âñå áîëüøóþ ðàçðåøàþùóþ ñïî-
ñîáíîñòü.

§ 43. Äëèíà êðèâîé

Ïóñòü U � F(X) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà íåàðõèìåäî-
âîé ïëîñêîñòè 4 � �X XU,a b. Ñîâîêóïíîñòü ïàð òî÷åê ( , (X X))F íà
ïëîñêîñòè 4XU áóäåì íàçûâàòü ãðàôèêîì ôóíêöèè. Ãðàôèê ôóíê-
öèè áóäåì òàêæå íàçûâàòü ëèíèåé èëè êðèâîé. Ìîæíî ïîñòàâèòü âî-
ïðîñ î äëèíå ýòîé ëèíèè. Ïîä äëèíîé áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèÿ îï-
ðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ðàññìîòðèì íèæå. Èíòåãðàëû çàâè-
ñÿò îò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ èõ ñóùåñòâîâàíèå
è óòî÷íÿþùèõ èõ ñìûñë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå óñëîâèÿ óòî÷íÿ-
þò òàêæå è ïðèíÿòîå âûøå îïðåäåëåíèå ñàìîé ëèíèè è îïðåäåëåíèå
åå äëèíû.

Ãðàôèê çàäàí íà âåùåñòâåííîì è ïåðâîì ìåãàóðîâíå íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà
íà âåùåñòâåííîì è ïåðâîì ìåãàóðîâíå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, ò.å.
ïðè

X X)� � � � ��õ x x F f x1w h h, ( ( , ).

Ïóñòü èíòåðâàë [ , ]a b öåëèêîì ïðèíàäëåæèò îäíîìó ìàñøòàáíîìó
óðîâíþ ïðÿìîé, íàïðèìåð a w b w� � �3 3 2, . Òîãäà ïîä äëèíîé êðè-
âîé áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

1 2�+ f x dxx ( , )h
a

b

. (1)

Çäåñü h — ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, èãðàþùàÿ ðîëü ïàðàìåòðà. Èí-
òåãðàë (1) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì èíòåãðàëîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû äîñ-
òàòî÷íî ãëàäêîé êðèâîé [116]. Òîò ôàêò, ÷òî â âûðàæåíèÿõ (1), êàê
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ïðàâèëî, áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ÷èñëà w è E, íèêàêèõ òðóäíîñòåé íè â
òåõíèêå âû÷èñëåíèÿ, íè â ïîíèìàíèè ðåçóëüòàòîâ íå âûçûâàåò.

Òåïåðü ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îòðåçîê èíòåãðèðî-
âàíèÿ çàõâàòûâàåò äâà ìàñøòàáíûõ óðîâíÿ ïðÿìîé. Ïîëîæèì

a h b ha a b b� � � �õ õ, ,

ãäå h hb a� . Ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü èíòåãðàë ïî x ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ h h ha b� , . Ïîýòîìó íèæå ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî x p x qa b� � �, , ãäå, êàê è ïðåæäå, p q, — ðàññòîÿíèÿ äî òî÷-
êè ãîðèçîíòà íà âåùåñòâåííîì óðîâíå ïðÿìîé, l p q� � . Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîä äëèíîé êðèâîé áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

L p q f x dx
l

x

p

q

� �
�

�
�
�

�

�
�
��

++( , ) ( , )
1

1 2 h h
a

b

D . (2)

Îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

-

-

-

-
� (

f x f x

x

( , ) ( , )h

h

h
0. (3)

Óñëîâèå (3) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
F f x( ) ( , )X � h áûëà íåïðåðûâíîé ïðè ïåðåõîäå àðãóìåíòà ñ îäíîãî
ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2)
ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñîãëà-
ñîâàííîñòè ïîñòðîåíèé çäåñü âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèëó êàêèõ-òî ïðè÷èí ãîðèçîíò ñòàë ñóæè-
âàòüñÿ äî òî÷êè. Òîãäà èìååì p q, 	 0 è â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

L f dx� �+ 1 02( , )h h
a

b

. (4)

Ôîðìóëà (4) ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ïðèâû÷íîé ôîðìóëîé äëÿ äëèíû
êðèâîé. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî
ïåðåìåííîé õ, à èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé h. Äàí-
íîå îòëè÷èå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Ýòî áóäåò âèäíî òàêæå èç
ïðèìåðîâ, êîòîðûå ðàññìîòðåíû íèæå.

Ãðàôèê çàäàí íà âåùåñòâåííîì è ïåðâîì ìèêðîóðîâíå íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé. Ïóñòü ôóíêöèÿ % &F X îïðåäåëåíà íà âåùåñòâåííîì è ïåð-

âîì ìèêðîóðîâíå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, ò.å.

U � � � � � � �F x x x F x f x( ), , ( ( ,X X E1 x x) x).

Âñå èçëîæåííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ ïîëíîñòüþ ïåðåíîñÿòñÿ íà äàí-
íóþ ôóíêöèþ, åñëè ïåðåìåííûå h, õ çàìåíèòü íà õ,x, à ðàññòîÿíèÿ
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äî òî÷åê ãîðèçîíòà p q l, , çàìåíèòü íà p q l p q1 1 1 1 1, , � � . Çàïèøåì
ñðàçó îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû (èíäåêñ ó ïàðàìåòðîâ p q l1 1 1, , îïó-
ùåí). Äëèíà êðèâîé ðàâíà

L l p q f x d x
l

p

q

( ) ( , ) ( ,� �
�

�
�
�

�

�
�
��

++
1

1 2
x

a

b

x) x D . (5)

Åñëè äîïóñêàåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó p q, 	 0, òî èìååì

L f x dx� �+ 1 02
x

a

b

( , ) . (6)

Äëèíà êðèâîé ñ ó÷åòîì âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Âûøå äëèíà êðèâîé îïðåäåëÿëàñü áåç ó÷åòà äëèíû âåðòèêàëüíûõ îò-
ðåçêîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñêà÷êàì ôóíêöèè â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Åñëè êðèâóþ ïðåäñòàâèòü êàê ëèíèþ, íà÷åðòàííóþ íåïðåðûâíûì
äâèæåíèåì êàðàíäàøà, òî ïðè ïîäñ÷åòå îáùåé äëèíû êðèâîé åå âåð-
òèêàëüíûå îòðåçêè ó÷èòûâàòüñÿ äîëæíû. Äëÿ òàêîãî ó÷åòà åñòü åùå
îäíà ïðè÷èíà. Äëèíà êðèâîé — ýòî ôóíêöèîíàë, êîòîðûé çàäàåòñÿ
íà ðàçðûâíîé ôóíêöèè. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ âåëè÷èíû ðàçðûâîâ
èìåþò îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è îêàçûâàþò âëèÿíèå íà
ðàçâèòèå òîãî èëè èíîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó åñëè îïèñàíèå ïðîöåññà
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ÿçûêå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, òî ñîîòâåòñò-
âóþùèå ôóíêöèîíàëû äîëæíû çàâèñåòü íå òîëüêî îò ñàìîé ôóíêöèè
è åå ïðîèçâîäíûõ, íî è îò âåëè÷èí ðàçðûâîâ ôóíêöèè. Îïèñàíèå
äëèíû êðèâîé ñ ó÷åòîì äëèíû âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îáðàçåö äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, ó÷èòû-
âàþùèõ ñêà÷êè ôóíêöèé (ñì. ãë. 10).

Èòàê, ïóñòü êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê ôóíêöèè
U � F(X). Â ñëó÷àå ôóíêöèè, ðàçðûâíîé ïî òèïó 2, ôîðìóëà (1) ëåãêî
îáîáùàåòñÿ ïî òîé æå ïðîöåäóðå, ÷òî è â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå.
Äàííûå ðàçðûâû àíàëîãè÷íû ðàçðûâàì ôóíêöèè, çàäàííîé íà îáû÷-
íîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçðûâû íîâîãî òèïà, èìåííî òå, êîòîðûå
âîçíèêàþò íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé ïðÿìîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà íà âåùåñòâåííîì è ïåðâîì ìåãàóðîâíå
ïðÿìîé: F f x( ( , )X) � h ,

a h b h� � � � � �0 p qeX .

Ïðèìåì âî âíèìàíèå ðàçðûâû, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî íà âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ äàííîãî èíòåðâàëà ïðè

X � � � � �h h h0 0q q l pe, ,... . (7)
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Âåëè÷èíà ðàçðûâà â òî÷êå X � �h0 q ðàâíà

R f A f B f l p f q� � � � � �( ) ( ) ( , ) ( , )1 0 0 0h h .

Îáîçíà÷èì ñóììó ìîäóëåé ðàçðûâîâ ïî âñåì âíóòðåííèì òî÷êàì
(7) ÷åðåç S:

� � � �S f l p f q f l p f l q

f

� � � � � � � � � � �

�

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...

(

h h h h0 0 0 02

� �h he ep f l q, ) ( , ) .� � �

Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå âûøå îáîçíà÷åíèå, ìîæíî çàïèñàòü

S p q
f q p f p q

l

e

� �
�
� �

�
�� � � �

+( , )
( , ) ( , )h h

h

h

h
0

D .

Åñëè p q, 	 0, òî

S d
f f

x

e

� ��
�
� �

�
�-

-

-

-+
( , ) ( , )h

h

h
h

h

h
0 0

0

.

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôèêó ôóíêöèè
U � f x( , )h , ñ ó÷åòîì âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ðàâíà

L S p q f x dx

p q

l

f

x

p

q

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
++

-

( , ) ( , )

( , )
(

1
1 2 h h

a

b

D

h h

h

h

h
� � � ��

�
� �

�
�+

q p f p q

l

e , ) ( , )
.

0

D

Ïðè p q	 	0 0, èìååì

L S f dx

f f

x

e

� � � � ��
�
� �

�
�-

-

-

-++ 1 02 0 0

0

( , )
( , ) ( , )

h h
h

h

h

h

h

a

b

dh.

Çäåñü
a h b h� � � �0 p qe, .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ F(X), îïðåäåëåííóþ íà âåùåñòâåí-
íîì ìàñøòàáíîì óðîâíå è ïåðâîì ìèêðîóðîâíå (ðèñ. 9.12). Ýòî
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îñíîâíîé ñëó÷àé äëÿ ïðèëîæåíèé.
Çäåñü

X E

X)

X

� � � �
�

� � � � � �

�x x x

F f x

x p x qe

1

0 1 1

x

x)

a b

;

( ( , ,

.

Âñå ðàññìîòðåííûå ïîñòðîå-
íèÿ ïåðåíîñÿòñÿ ñþäà áåç èçìåíå-
íèé. Òîëüêî ïåðåìåííàÿh çàìåíÿ-
åòñÿ íà õ, ïåðåìåííàÿ õ íà x, à l p q, ,
íà l p q1 1 1, , (èíäåêñ «1» áóäåì îïóñ-
êàòü). Òîãäà äëèíà âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêîâ ðàâíà

S p q
f x q p f x p q

l
x

õ

xe

�
� � � ��

�
� �

�
�+( , )

( , ) ( , )

0

D . (8)

Åñëè p q l, , 	 0, òî

S dx
f x

x

f x

x

xe

� ��
�
� �

�
�-

-

-

-+
( , ) ( , )0 0

0
x

.

Äëèíà êðèâîé ñ ó÷åòîì âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ äàåòñÿ ôîðìóëîé

L S p q
l

f x d x

p q
f x

p

q

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
++( , ) ( ,

( , )
(

1
1 2

x
a

b

x) x D

� � � ��
�
� �

�
�+

q p f x p q

l
x

x

xe , ) ( , )
.

0

D

Åñëè p q l, , 	 0, òî

L S f x dx
f x

x

f x

x

xe

� � � �
-

-
�
-

-
�
�
� �

�
�+ +1 0

0 02

0

x
a

b

x
( , )

( , ) ( , )
dx.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû äëÿ ãðàôèêîâ, çàäàííûõ íà âå-
ùåñòâåííîì óðîâíå ïðÿìîé è åå ïåðâîì ìèêðîóðîâíå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü

F F x x F x f x g x( ( ) ( ( , ( )X) E� � � � � �1 x) x) .
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x è ìåíÿþùåìñÿ x çíà÷åíèÿ F
íå ìåíÿþòñÿ. Çíà÷èò, íà ìèêðîóðîâíå êðèâàÿ F(X) ñîáðàíà èç ãîðè-
çîíòàëüíûõ îòðåçêîâ. Ïî ôîðìóëå (5)

L p q x� � �+( , ) D b a
a

b

. (9)

Ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ÿñíûì. Îí óêàçûâàåò íà àäåêâàòíîñòü
âñåõ ïîñòðîåíèé. Âåëè÷èíà b a� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó âñåõ
ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ. Ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ
òàêîâ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ äëèíà èíòåðâàëà èí-
òåãðèðîâàíèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ. Ôîðìóëà (9) îêàçàëàñü íå-
çàâèñèìîé îò ïàðàìåòðà l. Ïîýòîìó ïðè l 	 0 äëèíà áóäåò âûðàæàòü-
ñÿ òîé æå ôîðìóëîé. Èíòåãðèðîâàíèå (6) ïðèâîäèò ê òîìó æå ðå-
çóëüòàòó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåðòèêàëüíûå îòðåçêè. Ïóñòü g x( ) — ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà â (8) ìîäóëü ìîæíî îòáðîñèòü.
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

S l g õ g õå( ) ( ) ( )� � 0 . (10)

Ñìûñë ðåçóëüòàòà òàêæå ÿñåí. Òàê êàê äâèæåíèå íà ìèêðîóðîâíå
ïðîèñõîäèò ïî ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêàì, òî ëþáîå óâåëè÷åíèå çíà-
÷åíèÿ F(X) âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò äâèæåíèÿ ïî âåðòèêàëüíûì
îòðåçêàì. Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå ôóíêöèè âñåãäà ñîâïàäàåò
ñ ñóììîé åå ñêà÷êîâ íà ðàçðûâàõ. Èìåííî ýòî è ïîêàçûâàåò ðåøåíèå
(10). Îò âåëè÷èíû l ðåçóëüòàò íå çàâèñèò. Îáùàÿ äëèíà êðèâîé ñ ó÷å-
òîì âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ðàâíà

L S g x g xe� � � � �b a ( ) ( )0 .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ íà îáîèõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé:

F F x ax b a b( ( , ,X) const� � � � �x) x .
Òîãäà

L b� � �1 2 (b a).

Ðåçóëüòàò îò l íå çàâèñèò. Âû÷èñëåíèå ïî ïðåäåëüíîé ôîðìóëå äàåò
òî æå ñàìîå âûðàæåíèå. Âåðòèêàëüíûå îòðåçêè îïðåäåëÿåì ïî
ôîðìóëå (8):

S a b x xe� � �| |( )0 .
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Îáùàÿ äëèíà ðàâíà

L S b a b x xe� � � � � � �1 2
0( | |( )b a) .

Ïðè a b� ðàçðûâîâ íåò è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî 0.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü

F g x h( ( ) (X) � � x). (11)
Òîãäà

L h d x
l

p

q

� �
�

�
�
�

�

�
�
��

++
1

1 2
x

a

b

x) x( D .

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îò x íå çàâèñèò, ïîýòîìó åãî ìîæ-
íî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

L l h d
l

p

q

( ) (� �
�

�
+

b a
x x) x1 2 . (12)

Äàííûé ðåçóëüòàò èìååò ÿñíûé ñìûñë. Íåôîðìàëüíî åãî ìîæíî
îïèñàòü òàêèì îáðàçîì. Ïðè âçãëÿäå íà ãðàôèê ôóíêöèè (11) íåâîî-
ðóæåííûì ãëàçîì ìû âèäèì êðèâóþ g x( ). Åñëè æå ïîñìîòðåòü íà
êðèâóþ (11) â ìèêðîñêîï, òî ìû óâèäèì, ÷òî âñÿ îíà ñîáðàíà èç ìíî-
ãîêðàòíî ïîâòîðåííûõ êðèâûõ h p q( ,x) x� � � . Âòîðîé ñîìíîæèòåëü
â ôîðìóëå (12) ïðåäñòàâëÿåò äëèíó ýòîé êðèâîé, à ïåðâûé — ÷èñëî
äàííûõ êðèâûõ, «ïðèêðåïëåííûõ» ê ãðàôèêó g x( ). Òàê êàê ïåðåíîñ
êðèâîé h(x) êàê æåñòêîãî öåëîãî äëèíó åå íå ìåíÿåò, òî åñòåñòâåííî,
÷òî â ôîðìóëó (12) ôóíêöèÿ g x( ) íå âîøëà. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíà
êðèâîé (11) îò ôóíêöèè g x( ) âîîáùå íå çàâèñèò.

Åñëè l 	 0, òî ôîðìóëà (29) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:

L h( ) ( ( )0 1 02� � �b a) x .

Âèäíî, ÷òî ïðè l 	 0 êðèâàÿ h(x) çàìåíÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé, êàñà-
òåëüíûì ê êðèâîé â òî÷êå x � 0.

Âû÷èñëèì äëèíó âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ

S p q x
g x q g x p

l

h p h q

l
x

xe

� ��
�
� �

�
�� � � � �

+( , )
( ) ( ) ( ) ( )

0

D .

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì. Òîãäà

S g x g x h p h qe
ex x

l
� � � � �

�
( ) ( ) [ ( ) ( )]0

0 .
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Îáùàÿ äëèíà ðàâíà

L S h d g x g x

x

l

h p h q

l

e

p

q

e

� � � � � �

�

�

� �

�
+

b a
x x) x1 2

0( ( ) ( )

(
( ) ( )

� x 0).

Åñëè p q l, , 	 0, òî

L S h g x g x h x xe e� � � � � � � � � � �1 0 02
0 0x xb a)( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ).

Ðåçóëüòàòû èìåþò ÿñíûé ñìûñë.
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Äëèíà êðèâîé äàåò ïðèìåð ôóíêöèîíàëà îò çàäàííîé ôóíêöèè.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ áîëåå îáùåãî
âèäà, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðàçëè÷íûõ
âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ.

Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Õîðîøî èçâåñòíà èõ áîëüøàÿ
ýâðèñòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïðè ïåðåõîäå ê íåàðõèìåäîâó ïðîñòðàíñòâó
ïîÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé íà ðàçëè÷íûõ ìàñ-
øòàáíûõ óðîâíÿõ. Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìîùíîå è äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîá-
íûõ ïðîáëåì. Ðàññìîòðèì ïðèìåð èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà.

§ 44. Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè
èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ u îïðåäåëåíà íà âåùåñòâåííîì è ïåð-
âîì ìèêðîóðîâíå x � �x 1 E íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé OX. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äåòàëè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè íà ìèêðîóðîâíÿõ ìåíüøèõ ìàñ-
øòàáîâ çíà÷åíèÿ íå èìåþò. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ íà äàííûå ìàñ-
øòàáû ïî íåïðåðûâíîñòè ñ óðîâíÿ X � x. Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

X X)� � �x u u xx x), ( ( , ,

ãäå x — ïåðåìåííàÿ âåùåñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ, à ïåðåìåí-
íàÿ xïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ êàê ïåðâîãî ìèêðîóðîâíÿ, òàê è çíà÷åíèÿ X
ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u x( ,x)
ïî àðãóìåíòó x ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñìûñëå limit:

u
u x u x u x

x
x

x)

x

x x) x)

x
� �

-

-

� �
	

( , ( , ( ,
limit

0D

D

D
,

ãäå Dx 	 0 îçíà÷àåò, êàê è ïðåæäå, ÷òî limit
v

v
	�

�(Dx) 0.
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Ïóñòü
Y Y )� ( , , ( , ), ( , )x u x u xx x xx

— äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Àðãóìåíòû x, x
áóäåì îïóñêàòü. Åñëè u x( , )x çàäàíî, òî Y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àðãó-
ìåíòà X � �x x. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü èíòåãðàëû îò äàííîé ôóíê-
öèè (òî åñòü èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû)

( , )p q dY �+ X
a

b

,

ãäå
a b� � � �x p x qe0 , ,

p q, — ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãîðèçîíòà, l p q� � . Óòî÷íåíèå ( , )p q ïå-
ðåä çíàêîì èíòåãðàëà áóäåì îïóñêàòü. Èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü
òàêèì îáðàçîì:

Y Y D( ( , ( ) ( ( , ), ( , ))u u d u x u x d
p

q

X) X) X
1

l
x xx x x�

�

�
�
�

�

�
�
��

+ x
a

b

a

b

++ .

Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ñòûêå âåùåñòâåííîãî è ïåðâîãî ìèê-
ðîóðîâíÿ, òî ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ. Îäíàêî áóëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà
ìåæäó ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè âîçìîæåí ðàçðûâ. Ðàçðûâû ðåàëèçó-
þòñÿ â òî÷êàõ

X � � � � � � �x q x q l x q l x pe0 0 0 2, , ,..., (1)

è ðàâíû ïî âåëè÷èíå:

u x l p u x q

u x l p u x l q

u x e

( , ) ( , );

( , ) ( , );...

( ,

0 0

0 02

� � �
� � � �
� p u x l qe) ( , ).� �

(2)

Ïîäñ÷èòàåì âíà÷àëå ñóììó ðàçðûâîâ (2) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ
(1). Ìû õîòåëè áû ïðèäàòü ýòîé ñóììå âèä èíòåãðàëà (9) § 37. Ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ 37.1, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè R õ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ... ( )p q R x x R x p x R x p l x R x q
x

x

e

e

D D D� � � � � � � �+ 0 0

0

Dx. (3)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóììà ðàçðûâîâ (2) ñîâïàëà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (3), íå-
îáõîäèìî ïîëîæèòü

R x
u x q p u x p q

l
( )

( , ) ( , )
�

� � � �
.

251

Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ



Âåëè÷èíó R x( ) ìîæíî íàçâàòü íîðìèðîâàííûì ðàçðûâîì. Îí ðàâåí
ñêà÷êó ôóíêöèè, îòíåñåííîìó ê õàðàêòåðíîìó ðàññòîÿíèþ l. Ïóñòü
âêëàä ðàçðûâà R â ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé l W R� ( ), ãäå
W — çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âêëàä â ôóíêöèîíàë îò âñåõ ðàçðûâîâ â òî÷êàõ (1) ðàâåí ñóììå âêëà-
äîâ îò êàæäîãî èç ðàçðûâîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì (3) äàí-
íóþ ñóììó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W R x p l W R x p l l

W R x q l p qe

( ( )) ( ( )) ...

.. . ( ( )) ( , )

0 0� � � � �

� � � W R õ x
x

xe

( ( ))D
0

+

(çäåñü è âûøå â ïðåäåëå LimDx l� ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè ôóíêöèîíàëà:

P Y D�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
++

1

l
u x u x d õ

W R x

p

q

( ( , , ( ,

[ ( ( ))

x) x)) xx
a

b

] ( , ) ( , ),Dx K u x p K u x q
x

x

e

e

0

0+ � � �a b

ãäå K Ka b, — çàäàííûå ïîñòîÿííûå. Îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, ÷åðåç
d x)u x( , ìàëóþ âàðèàöèþ ôóíêöèè u x( ,x), à èíäåêñàìè — ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé Y è W ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àðãóìåíòàì. Âû÷èñëèì âà-
ðèàöèþ ôóíêöèîíàëà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðîùåííûå îáîçíà÷å-
íèÿ òèïà (ñì. ðèñ. 8.4)

Y Y( ( , , ( , ( , ,

( , ) ( , ) ( )

u x u x x

u x l p u x q u A

x) x)) x)x �

� � � � �0 0 1 u B

u A u A A

( ),

( ( ), ( )) ( ).
0

0 0 0Y Yx �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

d x) x)) x) d dx
x xx x

Y Y Y Y( ( , , ( , ( , (u x u x x uu u u� �
�

�
�

�

�
� �-

-

-

-
u). (4)

Âàðèàöèÿ d x)u x( , âíóòðè ïðîìåæóòêà ( ,a b) ïðîèçâîëüíà. Ïîýòîìó èç
óñëîâèÿ dP � 0 ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äîëæíî
ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ýòî äàåò ïåðâîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè u x( ,x), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà-
÷åíèÿõ x è � � �p qx .

Äàëåå, èíòåãðèðîâàíèå ïî x ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (4) äàñò äâà
âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê òî÷êàì x p� è x q� .
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Äàííûé èíòåðâàë ëåæèò íà ìèêðîóðîâíå ïðÿìîé. Çíà÷åíèå x îòíî-
ñèòñÿ ê âåùåñòâåííîìó óðîâíþ. Ïîýòîìó ñëàãàåìûå äàäóò ñâîé âêëàä
â óðàâíåíèÿ ïî x è êðàåâûå óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîä-
ðîáíåå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4) óæå ðàâíî íóëþ, ìîæíî
çàïèñàòü

. /d d d
x x

a

b

P Y Y D� � � � �

�

+
1

l
u u

R

x q u x q x p u x p x

W R

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( (x x

B u B

u x q p u x p q

l
x

x

u u

e

))

( ) ( )

( , ) ( , )d d

x x
d

� � � �
+ �

� �

0

0 0

D

Y Y ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ...
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0 0
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x x
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� � �� � � �Y Yu k k u k kB u B A u A
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)d ) )d )( ( ( (1 1 1 1

� � �
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Y Yu k k u k k
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B u B A u A

W
u A u B

l

x x
d ) d )( ) ( ) ( (

( ) ( )1 0 [ ( ) ( )]

[ ( ) (
( ) ( )

d d

d d

u A u B

W u A u BR

u A u B

l

1 0

2 1
2 1

� �

� 

�
� 

�
� �

�
)] ...

[ ( ) ( )]
( ) ( )

�

� 

�
� 

�
� � �

�

� �
�W u A u B

K

R
k k

k k

u A u B

l

1
1d d

ad a) d b)bu K u( ( .�

Òî÷êè À Bk0, — ýòî ãðàíè÷íûå òî÷êè X � a b, . (Íà ðèñ. 8.4 èíäåêñ k
çàìåíåí íà èíäåêñ n.) Äëÿ íèõ èìååì

( ( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ) .

Y

Y

u

u

K u

K u

x

x

a )d a

b d b

a

b

� �

� �

0

0
(5)

Çäåñü èìååòñÿ ÷åòûðå âîçìîæíîñòè. Ïåðâàÿ — ôóíêöèÿ u x( ,x) çàäàíà
íà îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà:

u u x p u

u u x q ue

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) .

a

b

a

b

� � �

� �

0
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Òîãäà óñëîâèÿ (5) îáåñïå÷èâàþòñÿ çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿ âàðèàöèé u:
d a d b)u u( ) , (� �0 0. Åñëè æå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u íåèç-
âåñòíû è, çíà÷èò, äîïóñêàþòñÿ èõ âàðèàöèè íà ãðàíèöå, òî

Y Y

Y Y

u u

u u e

u x p u x p K

u x

x x

x x

a)

b)

x a( ( ( , ), ( , )) ,

( ( ( ,

� � � �

�

0 0

q u x q Ke), ( , )) .x b�

Âîçìîæíû òàêæå ñìåøàííûå âàðèàíòû.
Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ èìååì

d d
x

x
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�
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� �
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R
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� �

� �
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R
k k

u
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W
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l

x
d( ) ( ) ...

( ) ( )

2 2

1
x

d( ) ( ) .A u Ak k

�

�
�

�

�
� � 0

Âíóòðè èíòåðâàëà âàðèàöèè ôóíêöèè u îòëè÷íû îò íóëÿ è íåçàâèñè-
ìû. Ñëåäîâàòåëüíî,

Y Y

Y Y

u u R

u u

B A W

B A

u A u B

lx x

x x

( ) ( ) ,

( ) (

( ) ( )
0 1

1 0

1

� � 

�
� 

�
�

�

�

2
2 1

1

) ,...

( ) ( )

( ) ( )

(

� 

�
� 

�
�

� �

�

�

W

B A W

R

u k u k R

u A u B

l

u A
Y Y

x x
k ku B

l

) ( )
.

� �

�
� 

�
�1

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè òðåáóþò, ÷òîáû ôóíêöèÿ
Yu x

x
x( , ) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ãîðèçîíòà ñîõðàíÿëà ñâîþ íåïðåðûâ-

íîñòü (ñì. ðèñ. 8.4). Ïðè÷åì åå çíà÷åíèå äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ âåëè-
÷èíîé ñêà÷êà u x( , )x â ýòèõ æå òî÷êàõ.
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Ïîäâåäåì èòîã. Èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà

P Y D�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
++

� �

1

l

u x q

u x u x d x

W

p

q

( ( , ), ( , ))

( ,

x x xx
a

b

p u x p q

l
x

x

e

e

x

K u x p K u x q

) ( , )

( ) ( , )

� �

�
� 

�
� �

� � �

+
0

0

D

a b

(6)

ñëåäóþò óðàâíåíèÿ

Y Yu uu x u x u x u x
x x

x) x)) x) x)x
x

x( ( , , ( , ( ( , , ( , )� �-

-
0, (7)

Y Yu u Ru x l p u u x q u W
u x l p u x q

x xx x( ( , ), ) ( ( , ), )
( , ) ( ,

� � � �
� � � )

l



�
� 

�
� (8)

è êðàåâûå óñëîâèÿ

Y

Y

u

u e

u x p u K

u x q u K

x

x

x a

x b

( ( , ), ) ,

( ( , ), ) .

0 � �

�

Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (6) ñ îòáðîøåííûìè âíåèíòå-
ãðàëüíûìè ñëàãàåìûìè äîñòèãàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ òåõ æå óðàâíåíèé,
äîïîëíåííûõ ñëåäóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u x p u u x q ue e( , ) , ( , )0 0� � � ,
u ue0 — çàäàíû.

Êðàåâûå óñëîâèÿ

u x p u u x q u Ku e( , ) , ( ( , ), )0 0� � �Y
x x b

èëè
Yu e eu x p u K u x q u

x x a( ( , ), ) , ( , )0 � � �

îòâå÷àþò ôóíêöèîíàëàì, â êîòîðûõ îòáðîøåíû ëèáî ïåðâîå, ëèáî
âòîðîå âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå

Çàìå÷àíèå. Íåôîðìàëüíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7) èìå-
åò ìåñòî íà èíòåðâàëàõ � � �p qx ïðè x x x l x e� �0 0, ,..., ; óðàâíåíèÿ
(8) èìåþò ìåñòî òîëüêî â òî÷êàõ ãîðèçîíòà, ò.å. ïðè

x x x l x l q pe� � � � �0 0, ,... , ,x .

Ñìûñë ðåçóëüòàòîâ ëåã÷å ïîíÿòü, ðàññìàòðèâàÿ êîíêðåòíûå ïðè-
ìåðû. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðèìåðàìè: ðàñøèðåíèÿìè íà íåàðõèìå-
äîâ ñëó÷àé ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïðèíöèïà
Ãàìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî.
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§ 45. Ïðèíöèï ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Äàííûé ïðèíöèï ìîæåò áûòü îòíåñåí ê ñèñòåìå «äåôîðìèðóå-
ìîå òåëî — âíåøíèå íàãðóæàþùèå óñòðîéñòâà». Èç âñåõ äîïóñòè-
ìûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåàëèçóåòñÿ òî, êî-
òîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû [120].
Â § 44 ìû îãðàíè÷èëèñü îäíîìåðíûì ôóíêöèîíàëîì. Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå ïðèìåðà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òàêæå îäíîìåðíûé ïðî-
öåññ äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñäâèã
ñïëîøíîé ñðåäû, êîòîðàÿ çàíèìàåò âåùåñòâåííûé óðîâåíü ïðî-
ñòðàíñòâà è âñå åãî ìèêðîóðîâíè. (Ñ ïåðâîãî ìèêðîóðîâíÿ îñóùå-
ñòâëåíî íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà âñå ïîñëåäóþùèå ìèêðî-
óðîâíè.) Ïóñòü u x( ,x) — ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñìåùåíèÿ,
X � �õ x — âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Çàïèøåì ôóíêöèîíàë,
èìåþùèé ñìûñë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Äåôîðìèðóå-
ìóþ ñðåäó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íàáîð îòäåëüíûõ ïëàñòèí, êîòî-
ðûå, èñïûòûâàÿ óïðóãèé ñäâèã, ìîãóò ñêîëüçèòü äðóã ïî äðóãó (ðèñ.
10.1, îòäåëüíàÿ ïëàñòèíà). Â ïðåäåëå Lim òîëùèíà ïëàñòèíû ðàâíà
àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíå l. Èçìåíåíèþ ïåðåìåííîé
x îò �ð äî q ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå êîîðäè-
íàòû X â ïðåäåëàõ îäíîé ïëàñòèíû.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá ýíåðãèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïàñåíà â
îòäåëüíîé ïëàñòèíå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå (òî
åñòü ñèëó, îòíåñåííóþ ê ïëîùàäè; ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà èìååò ðàç-
ìåðû 1 16 6 l ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà ñäâèãà - -u/ x ñâÿçàíà ñ
êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

s m m
x

� �-

-

u
, const. (1)

Òîãäà ýíåðãèÿ, çàòðà÷åííàÿ íà ñäâèã îäíîé ïëàñòèíû, áóäåò ðàâíà

m x

x
x

2

2

�
+

-

-




�
��



�
��

p

q
u x

d
( , )

.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íà êîí-
òàêòå ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè.
Èìåÿ â âèäó îïèñàíèå óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèõ ñðåä, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïðè s s� * ìåæäó ïëàñòèíàìè âîç-
ìîæíî ïðîñêàëüçûâàíèå. Ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ s* èç-
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âåñòíî (ñëó÷àé, êîãäà s* � 0 íå èñêëþ÷àåòñÿ). Âåëè÷èíà ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ, îòíåñåííàÿ ê òîëùèíå ïëàñòèíû l, ðàâíà

R x q
u x l p u x q

l
( )

( , ) ( , )
� �

� � �
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó îäíîé
ïàðîé ïëàñòèí íåîáõîäèìî çàòðàòèòü ýíåðãèþ, ðàâíóþ

l W
u x l p u x q

l
� 


�
� 

�
�

� � �( , ) ( , )
.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèè

W R u x l p u x qR( ) [ ( , ) ( , )]d d� � �

ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà êîíòàêòå äîëæíî áûòü ðàâíî

s( )
( , ) ( , )

R WR

u x l p u x q

l
� 


�
� 

�
�

� � �
.

Â ðåàëüíûõ òâåðäûõ òåëàõ ïðîñêàëüçûâàíèå íåîáðàòèìî. Ïîýòîìó
âàðèàöèÿ dR äîëæíà áûòü òîãî æå çíàêà, ÷òî è ñàìî ïðîñêàëüçûâàíèå
R. Äëÿ íàøèõ öåëåé ýòî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è ïðèíÿòü, ÷òî ïðî-
ñêàëüçûâàíèå ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå îáðàòèìûì, êàê è ñäâèã ñàìèõ ïëà-
ñòèí. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â
ïëàñòèíàõ è íà êîíòàêòàõ ìåæäó íèìè, ðàâíà

1

2

2

l

u u x l p u x q
d x W

p

q
m

x
x

-

-

� � �


�
��



�
��

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
+ D

( , ) ( , )

l
x

xe

x


�
� 

�
�++

0a

b

D .

Äàëåå ïðèìåì, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà òåëà çàêðåïëåíà, ò.å.

u u x p( ( , )a) � � �0 0.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûìè óñòðîéñòâàìè íà âåðõíåé ãðà-
íèöå ñîçäàåòñÿ êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå s sb� . Äàííîå íàïðÿæåíèå
âûçûâàåò ñìåùåíèå

u u x qe( ) ( , )b � .

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óñòðîéñòâà íàãðó-
æåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïðè çàïèñè ôóíêöèîíàëà èíôîðìàöèÿ î êðàå-
âîì óñëîâèè ââîäèòñÿ ÷åðåç ñëàãàåìîå � �s b)b u ( . Äëÿ îáùíîñòè íå-
îáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàø îáðàçåö íàãðóæàåòñÿ òàêæå è ïî
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü íà ýëåìåíò âûñîòîé dx äåéñòâóåò ñèëà
Fdx. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå F � 0 óäîáíî âûáðàòü òàê, êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.2.
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Òîãäà óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

-

-
� �

s x)

x

( ,x
F 0. (2)

Ïåðåéäåì ê âàðèàöèîííîìó
ïðèíöèïó. Îãðàíè÷èìñÿ òàêèìè
ñèëàìè F, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâó-
åò ïîòåíöèàë V u( ):

F u V uu( ) ( )� .

Èíòåãðèðóÿ ïîòåíöèàëV u x( ( ,x)) ïî xè çàòåì ñóììèðóÿ ïî x, ïîëó÷èì

1

l
V u x d x

p

q

( ( ,x)) x
a

b

�
++

�

�
�
�

�

�
�
�
D . (3)

Íàïðàâëåíèå ñèëû F � 0 ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ ñìåùåíèÿ
u � 0. Ïîýòîìó â ôóíêöèîíàë âûðàæåíèå (3) âîéäåò ñî çíàêîì «+»:

P �



�
��



�
�� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

-

-�
+( , ) ( ( ,p q V u x d

l

u

p

q
1

2

2
m

x
x)) x$

�$

 
!
$

"$
�

� 

�
� 

�
� �

+

+
� � � �

a

b

s

D

D

x

W x
u x q p u x p q

l
x

xe ( , ) ( , )

0

b � u x qe( , ).

(4)

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ñìûñë óñëîâèé ñòàöèî-
íàðíîñòè äàííîãî ôóíêöèîíàëà. Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

-

-

-

-
� �

x x
m

u
V uu( ) ,0 (5)

m m
x x

-

-

- � �

-
�

u x q u x l p( , ) ( , )
, (6)

m
x

-

-

� � �
� 


�
� 

�
�

u x q u x l p u x q

l
WR

( , ) ( , ) ( , )
, (7)

u x p
u x qe( , ) ,
( , )

0 0� � �
-

-
m s

x
b, (8)

ãäå x x x l x le� � �0 0, ,... .
Ïåðâîå óðàâíåíèå — ýòî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (2), çàïèñàííîå ñ

ó÷åòîì (1). Óðàâíåíèÿ (6) òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ íà-
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ïðÿæåíèé íà êîíòàêòå ðàçëè÷íûõ ïëàñòèí. Óðàâíåíèÿ (7) îïèñûâà-
þò ïîâåäåíèå ñàìîãî êîíòàêòà è, íàêîíåö, óñëîâèÿ (8) — ýòî åñòåñò-
âåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Åñëè íà ãðàíèöå x � b çàäàåòñÿ ñìåùåíèå
u x q ue( , ) � b, òî ïîñëåäíèå óñëîâèÿ (8) è ñëàãàåìîå â (4) îòáðàñûâà-
þòñÿ. Ñìåùåíèå u( )b ïðè ýòîì íå âàðüèðóåòñÿ. Âñå óðàâíåíèÿ èìåþò
ÿñíûé ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë è óêàçûâàþò íà àäåêâàòíîñòü ñäåëàííûõ
ïîñòðîåíèé.

Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äåôîðìèðóåìîå òåëî óäîáíåå
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñòåðæíÿ, êîòîðûé ðàñòÿãèâàåòñÿ ñèëîé s (ñå÷å-
íèå ñòåðæíÿ — åäèíè÷íûé êâàäðàò). Ñèëå F F� �0 0( ) ñîîòâåòñòâó-
þò áîêîâûå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ïðåïÿòñòâóþò (ñïîñîáñòâóþò) ðàñ-
òÿæåíèþ ñòåðæíÿ (ðèñ. 10.3). Ðàçðûâàì R îòâå÷àþò òðåùèíû íà ìèê-
ðîóðîâíå. Áåðåãà òðåùèí âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé ïî çàêîíó,
îïðåäåëÿåìîìó ôóíêöèåé W.

§ 46. Ðàñøèðåíèå ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî
íà íåàðõèìåäîâî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ

Èç âñåõ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà — Îñò-
ðîãðàäñêîãî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì [121]. Îí óñïåøíî
ïðèìåíÿåòñÿ êàê â êëàññè÷åñêîé, òàê è â ðåëÿòèâèñòñêîé è êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå, à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ îáëàñòåé. Ïîïûòàåìñÿ ðàñøè-
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ðèòü åãî íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåàðõèìåäîâîì
ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè. Íåàðõèìåäîâî âðåìÿ — ýòî âðåìÿ, êîòîðîå
èìååò ìíîãî ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî äâóìÿ óðîâ-
íÿìè — âåùåñòâåííûì è ïåðâûì ìèêðîóðîâíåì:

T E E� � � � �t t t t1 1t t; .

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, t è t1 — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äâèæåíèå òî÷-
êè áóäåì ñ÷èòàòü îäíîìåðíûì, íàïðèìåð äâèæåíèåì âäîëü îñè OX:

X X(T) X (T) X� � � � �0 0u u t( ,t), (1)

X 0 — íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè, u — ñìåùåíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè
ôóíêöèîíàëà áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè:

10. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåàðõèìåäîâîñòü ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè íå
ïðîÿâëÿåòñÿ, ôóíêöèîíàë äîëæåí ïåðåõîäèòü â êëàññè÷åñêèé è

20. Èç âñåõ âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé ôóíêöèîíàëà âûáèðàåòñÿ
íàèáîëåå ïðîñòàÿ.

Âíà÷àëå ïåðå÷èñëèì ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. (Â äàííîì ñëó÷àå ýòî åñòü ðàçíîñòü ìåæäó êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ÷àñòèöû.) Ïðåæäå âñåãî ýòî
ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Â àðõèìåäîâîì ñëó÷àå ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðåäåë

v t
t

u t t u t

t
( )

( ) ( )
�

	

� �
lim
D

D

D0
,

t — âåùåñòâåííîå âðåìÿ, u — ñìåùåíèå. Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå â
íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå (1) èìååò âèä

v
u u u t

(
( ( ( ,

T) limit
T

T T) T)

T
� �

	

� � -

-D

D

D0

t)

t
. (2)

Â íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå åñòü åùå îäíà ñêîðîñòü, êîòîðóþ ìû íàáëþ-
äàåì íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå âðåìåíè. Åñëè ìû íàõî-
äèìñÿ â òî÷êå T � t, òî ïðèìåì, ÷òî ïðîìåæóòêè âðåìåíè äî òî÷åê ãî-
ðèçîíòà ðàâíû t p è tq (t t tp q l� � ). Òî åñòü òî÷êàì ãîðèçîíòà ñîîò-
âåòñòâóþò ìîìåíòû T � �t pt è T � �t qt . Òîãäà âèäèìàÿ ñêîðîñòü
íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå áóäåò ðàâíà

lim
D

D

Dt

l

ll

u t t u t

t

u t u t

	

� � � �
�

t

t

t

( , ) ( , ) ( , ) ( , )0 0 0 0
. (3)

Ìîìåíòû âðåìåíè, íà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü (3) ðàçäåëåíû
ìåæäó ñîáîé ïðîìåæóòêîì tl , ò.å. (3) — ýòî òîëüêî âèäèìàÿ, à íå «èñ-
òèííàÿ» ñêîðîñòü. Ïîñ÷èòàåì ýòî äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì äëÿ òîãî,
÷òîáû ñêîðîñòü (3) â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íå âêëþ-

260

Ã ë à â à 10



÷àòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòü (2) îïðåäåëÿåòñÿ íà áàçå DT, êîòî-
ðàÿ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ëþáîãî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ÷èñëà.
Ïðèìåì, ÷òî èìåííî äàííàÿ ñêîðîñòü è îïðåäåëÿåò êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ÷àñòèöû:

m u t

2

2
-

-


�
� 

�
�

( , t)

t
,

ãäå m — ìàññà ÷àñòèöû.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Îãðàíè÷èìñÿ

ñëó÷àåì, êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò àääèòèâíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì åå
÷åðåç �V u t( ( ,t)). Òàêèì îáðàçîì, â ôóíêöèîíàë äîëæåí âîéòè èíòå-
ãðàë

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�+ ++

�

V d V u t d t
e

p

qe

l
( ) ( ( ,T T

T

T

T

T

0 0

1
t)) t

t

t

D .

Äàëåå, ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ðàçðûâíîñòüþ ñìåùåíèé íà ñòûêå
ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé âðåìåíè. Äàííûå ðàçðûâû (ñ ó÷åòîì
íîðìèðîâêè) ðàâíû

u t u tl p q

l

( , ) ( , )� � �t t t

t
, (4)

ãäå t t t tl e l� � �0 0, ,...t t . ßñíî, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõ ðàç-
ðûâîâ äîëæíû áûòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè÷èíû ñèëîâîãî è ýíåðãåòè-
÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò, êîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðàÿ ôóíêöèÿ (�W) àðãóìåíòà (4), êîòîðàÿ îïèñûâàåò óêàçàííûé ôàê-
òîð. Â ôóíêöèîíàëå äîëæíà ôèãóðèðîâàòü èñòîðèÿ ïðåîäîëåíèÿ ÷àñ-
òèöåé âñåõ ñêà÷êîâ çà âðåìÿ îò T0 äî Tå , ò.å. â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå —
âåëè÷èíà

�



�
��



�
��

� � � �
+W t

u t u t

l

q p p q

t

te ( , ) ( , )t t t t

0

D .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëó:

1

2

2

l

m u
V u d t

p

q
-

-


�
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�
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�
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t

t

( ) D
T0 0

Te e

W t
u t u t

l

q p p q
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t

+ +
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��
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��

( , ) ( , )t t t t
D . (5)
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Çàïèøåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äàííîãî ôóíêöèîíàëà:
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-
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-

- � �
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-
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�

t t

t

t

t t

t

m V u

m m
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u t u t

u t
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q l p
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t

t

t t tq
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l p q
W

u t u t

l-
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�
��



�
��

(6)

ãäå t t t tl e l� � �0 0, ,...t t .
Ïåðâîå óðàâíåíèå — ýòî óðàâíåíèå äèíàìèêè: ñêîðîñòü èçìåíå-

íèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû ïðîïîðöèîíàëüíà äåéñòâóþùåé ñèëå. Âòîðîå
óðàâíåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî íà ñòûêå äâóõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé èì-
ïóëüñ ÷àñòèöû âñåãäà ñîõðàíÿåò ñâîþ íåïðåðûâíîñòü äàæå â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ñàìî ïåðåìåùåíèå èñïûòûâàåò ðàçðûâ. Òðåòüå óðàâíåíèå
ïîêàçûâàåò ÷òî ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ âðåìåíè
íà äðóãîé âåëè÷èíà èìïóëüñà îïðåäåëÿåò òàêæå è âåëè÷èíó ñêà÷êà
ïåðåìåùåíèÿ.

Ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâè-
ÿì ñîãëàñîâàííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

-

-

-

-
(u t

t

u t( , ( ,t) t)

t

è, çíà÷èò, u u t� �( t), òî ìíîãîìàñøòàáíîñòü âðåìåíè íèêàê íå ïðî-
ÿâëÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðûâû îòñóòñòâóþò è ôóíêöèîíàë ïåðåõî-
äèò â êëàññè÷åñêèé. Ïåðâîå óðàâíåíèå (6) ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå
óðàâíåíèå äèíàìèêè, âòîðîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñò-
âåííî, íåîáõîäèìîñòü â òðåòüåì óðàâíåíèè — îòïàäàåò.

§ 47. Àíàëîãèÿ ìåæäó íåàðõèìåäîâîé äèíàìèêîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è óïðóãîïëàñòè÷åñêèì ñäâèãîì
ñïëîøíîé ñðåäû

Ñðàâíèì äâà ôóíêöèîíàëà — ôóíêöèîíàë ïîëíîé ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè (4) § 45 è ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (5) § 46. Âèäíî, ÷òî èí-
òåãðàëüíûå ÷ëåíû ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ èäåíòè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìåæäó ïðîöåññàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äàííûì ôóíêöèîíàëàì,
åñòü àíàëîãèÿ. Ïîýòîìó ëþáûå çàêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî
ïðîöåññà, ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå è íà âòîðîé ïðîöåññ. Íåîáõîäèìî òîëü-
êî èçìåíèòü òåðìèíîëîãèþ.
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Îïèøåì ñîîòâåòñòâèå òåðìèíîâ. Ïðåæäå âñåãî î íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå — ýòî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ
X, âî âòîðîì — âðåìÿ T:

X T� � � �x tx t; .

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ãîðèçîíòà íà
îñè OX ðàâíû p è q, à íà îñè âðåìåíè 4T ðàâíû t tp q, . Ïàðàìåòðû
q q, t îòíîñÿòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè, ïàðàìåòðû
p p, t — ê îòðèöàòåëüíîìó. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå ñîîò-
âåòñòâèå:

X T7 7 7
7 7 � � 7 � �

; , ;

, , .

x t

p q p q lp q p q l

x t

t t t t t

Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ñìûñë ïåðåìåùåíèÿ:
u x( ,x) — ïåðåìåùåíèå äåôîðìèðóåìîãî òåëà èç òî÷êè ( ,x x); u t( ,t) —
ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ê ìîìåíòó âðåìåíè ( ,t t). Ìîäóëþ óïðóãîãî
ñäâèãàm ñîîòâåòñòâóåò ìàññà ÷àñòèöû m, êàñàòåëüíîìó íàïðÿæåíèþ s
ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñ

s m
x)

x

t)

t
� 7

-

-

-

-

u x u t
m

( , ( ,
.

Îáà âèäà ñìåùåíèé u x( ,x) è u t( ,t) ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàçðûâà îáîçíà÷åíà îäíîé
è òîé æå áóêâîé W.

Òàêèì îáðàçîì, òî, ÷òî áûëî
ðàíüøå ïðîôèëåì êðàÿ ïëàñòèí ïðè
èõ ñäâèãàõ è îòíîñèòåëüíûõ ñêîëü-
æåíèÿõ (ñì. ðèñ. 10.2), òåïåðü ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãðàôèê ïåðåìå-
ùåíèÿ òî÷êè âî âðåìåíè (ðèñ. 10.4).

Äàëåå, ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ
òâåðäûõ òåë ïðèíÿòî îïèñûâàòü â òåð-
ìèíàõ «íàïðÿæåíèÿ, ñäâèãè, ýíåðãèÿ
äåôîðìèðîâàíèÿ» è äð. Äèíàìèêà
÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òà-
êèõ ïîíÿòèé, êàê ñêîðîñòü, èìïóëüñ,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è äð. Àíàëîãèÿ
ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ïîíÿòèÿ èç îä-
íîé îáëàñòè â äðóãóþ. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè òàêîãî ïåðåíîñà áóäåì èñïîëü-
çîâàòü êàâû÷êè.
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Ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò óêàçàííàÿ àíàëîãèÿ â äâóõ ïðîñòåéøèõ ñëó-
÷àÿõ: â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è â ñëó÷àå óñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû. Ïîëîæèì

W R R W R G R
G

R( ) , ( )� � �
2

2 ,

ãäå G � 0 — çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

1. Àíàëîãèÿ ìåæäó äâèæåíèåì ÷àñòèöû ïî èíåðöèè
è îäíîðîäíûì ñäâèãîì ñïëîøíîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì ñäâèã (èëè îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ñòåðæíÿ) â óñëî-
âèÿõ, êîãäà F � 0. Èç óðàâíåíèÿ (5) § 45 èìååì

-

-

-

-
� � � �

2

2
0

u x u x
a x u x a x b x

( , ( ,
; ( ); ( , ( ) ( )

x)

x

x)

x
x) x .

Óðàâíåíèÿ (6) § 45 äàþò a x a x l( ) ( )� � . Îòñþäà a x a( ) � � const.
Òîãäà óðàâíåíèå (7) § 45 ïðèîáðåòàåò âèä

b x l b x

l G
a

( ) ( )� �
� �

�
� 

�
�1

m
.

Åãî ðåøåíèå ñóòü

b x ax c c
G

( ) ,� �

�
� 

�
� � �1

m
const.

Òàêèì îáðàçîì,

u x a x a x c
G

( , (x) x)
m

� � � � .

Åñëè u p( , )0 0� � , òî c a p� � . Îêîí÷àòåëüíî

u x a x ax a p
G

( , (x) x)
m

� � � � � .

Ñäâèã íà ìèêðîóðîâíå ðàâåí

g
x)

x
� � �

-

-

u x
a

( ,
const.

Ìàêðîñäâèã òåëà, åñëè åãî îïðåäåëèòü êàê

G �
� �u x l u x

l

( , ) ( , )0 0
,

ïîñòîÿíåí ïî x è ðàâåí

G � �

�
� 

�
�1

m

G
a.
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Ðàçëè÷èå â óêàçàííûõ ñäâèãàõ G � g îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ

R a
G

�
m

.

Ïîñòîÿííàÿ a ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ.
Ïóñòü, íàïðèìåð, íà ãðàíèöå x � b çàäàíî êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå
sb . Òîãäà

m s
x

s

m
b

b-

-
� �

u x qe a
( , )

; .

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ, êîãäà áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü îò íàïðÿæå-
íèé ñâîáîäíà, âñå ïëàñòèíû äåôîðìèðóþòñÿ îäèíàêîâî è ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ ìåæäó íèìè òàêæå îäèíàêîâû (ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíî-
ðîäíûé ñäâèã òèïà [46]).

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàííî-
ãî ïðîöåññà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ðàáîòó ñîâåðøàåò òîëü-
êî ìàãèñòðàëüíîå íàïðÿæåíèå s b) s( ( , )� x qe íà ïåðåìåùåíèè
u u x qe( ( , )b) � :

A x q u x q x p q xe e e e

a

G
s s

m m
� � � � �


�
� 

�
�

1

2 2

2

( , ) ( , ) . (1)

Ïîäñ÷èòàåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òåëà. Îíà ñêëàäûâàåòñÿ èç
äâóõ ÷àñòåé: ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñàìèõ ïëàñòèí L u è ýíåðãèè,
çàïàñåííîé (èëè äèññèïèðîâàííîé) íà êîíòàêòàõ ìåæäó ïëàñòèíàìè
LR . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

L

L D

u e

R

u a

a

d x q p

R õ

� � � �

� � �

+
-

-

1
2

1
2

2

2 2

2
s

s

a

b

x

m

m

( ( ),
(

X) X
X)

2
0

G
x e

x

xe

.+

Ñëåäîâàòåëüíî,

A u Rs � �L L

è êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ðàâåíñòâå (1) ïðèîáðåëî ÿñíûé ñìûñë.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå ÷àñòèöû â óñëîâèÿõ, êîãäà F � 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî èíåðöèè. Âñëåä-
ñòâèå àíàëîãèè âñå âûêëàäêè áóäóò òàêèìè æå, êàê è â ïðåäñòàâëåí-
íîì âûøå ïðèìåðå. Ïîýòîìó âûïèøåì ñðàçó ðåçóëüòàòû.
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Åñëè F � 0 è

u vp
pu

( , ) , ,
( , )

0 0
0

0� � �
- �

-
t

t

t
òî

u t v t t v
m

G
v p( , ) ( )t t t� � � � �0 0 0 .

Âèäèìàÿ ñêîðîñòü íà âåùåñòâåííîì óðîâíå ïîñòîÿííà:

v v
m

G
âåù � �


�
� 

�
�1 0.

Ñêà÷êè ïåðåìåùåíèÿ òàêæå ïîñòîÿííû è ðàâíû

R
m

G
v� 0.

Èìïóëüñ ïîñòîÿíåí, íåïðåðûâåí è ðàâåí ïî âåëè÷èíå

m m v
u t-

-
� �

( , t)

t
0.

«Ðàáîòà», ñâÿçàííàÿ ñ äâèæåíèåì ÷àñòèöû ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà,
ðàâíà

L u e q p

mv
t� � �0

2

2
( )t t .

«Ðàáîòà», êîòîðàÿ ïîøëà íà ïðåîäîëåíèÿ ðàçðûâîâ, ðàâíà

LR e

m

G

mv
t� 0

2

2
.

Îáùàÿ «ðàáîòà» îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

L Lu R e p q e

m v m

G
t t� � � � �

�
� 

�
�0

2

2
t t .

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå — ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê «ðàáîòà», à
«äåéñòâèå» — ðåàëüíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ñïëîøíûì òåëîì
â ïðîöåññå åãî ñäâèãà.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàñøèðåííîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãà-
ìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî ñëåäóåò

Çàêîí èíåðöèè â ñëåäóþùåé ôîðìå:
10. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-

êà, ñâîáîäíàÿ îò âíåøíèõ ñèë, ñîõðàíÿåò ñâîé èìïóëüñ íåèçìåííûì
â òå÷åíèå ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, èëè ñóùåñò-
âóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
ñâîáîäíîé îò âíåøíèõ ñèë, ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì êàê íà ïðîìå-
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æóòêàõ âðåìåíè, ãäå ñìåùåíèÿ òî÷êè íåïðåðûâíû, òàê è â ìîìåíòû,
êîãäà ñìåùåíèÿ èñïûòûâàþò ñèëüíûå ðàçðûâû íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé âðåìåíè.

20. Âåëè÷èíà èìïóëüñà îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ñêîðîñòè òî÷êè íà
ïðîìåæóòêàõ, ãäå ñìåùåíèå íåïðåðûâíî, à òàêæå âåëè÷èíó ñêà÷êà
ïåðåìåùåíèÿ â ìîìåíòû ðåàëèçàöèè äàííûõ ñêà÷êîâ.

Äëÿ äåôîðìèðóåìîãî òåëà àíàëîã çàêîíà èíåðöèè çâó÷èò òàê:
10. Â îäíîìåðíîì òâåðäîì òåëå, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îò

íàïðÿæåíèé ñâîáîäíà, ìàãèñòðàëüíîå íàïðÿæåíèå ïåðåäàåòñÿ áåç
èçìåíåíèé ñêîëü óãîäíî äàëåêî, èëè ïî-äðóãîìó: ìàãèñòðàëüíîå íà-
ïðÿæåíèå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì êàê íà ó÷àñòêàõ, ãäå ñìåùåíèÿ íå-
ïðåðûâíû, òàê è íà ïîâåðõíîñòÿõ ñèëüíîãî ðàçðûâà ñìåùåíèé.

20. Âåëè÷èíà ìàãèñòðàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåò ãðàäèåíò
ñìåùåíèÿ íà ó÷àñòêàõ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé, à òàêæå âåëè÷èíó
ðàçðûâà ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà.

Ïðîùå ãîâîðÿ, åñëè âçÿòü ñòåðæåíü, çàêðåïèòü åãî îäíèì êîí-
öîì, à ê äðóãîìó ïðèëîæèòü ðàñòÿãèâàþùóþ ñèëó s, òî ýòà ñèëà áåç
èçìåíåíèé áóäåò ïåðåäàâàòüñÿ â êàæäîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ïðè ëþáîé
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé åãî äëèíå. (Íàãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàòè-
÷åñêèì.) Äàííàÿ ñèëà îïðåäåëÿåò êàê äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ, òàê è âå-
ëè÷èíó ðàñêðûòèÿ òðåùèí. Ïðè ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ñäâèãå êàðòèíà
áóäåò àíàëîãè÷íîé.

Äåôîðìèðîâàíèå òåëà ìàãèñòðàëüíûì íàïðÿæåíèåì òðåáóåò çàòðàò
ýíåðãèè, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçìåðó òåëà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ïåðåäà÷è íàïðÿæåíèÿ s íà ðàññòîÿíèå L òðåáóåòñÿ çàòðàòèòü ýíåðãèþ,
ïðîïîðöèîíàëüíóþ L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ïî
èíåðöèè íà ëþáîå ðàññòîÿíèå L íå òðåáóåò íèêàêèõ çàòðàò ýíåðãèè.
Îäíàêî âåëè÷èíà äåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà L è
ýòî äåéñòâèå åñòü ïðÿìîé àíàëîã óêàçàííîé âûøå ðàáîòû. Òàêèì îáðà-
çîì, àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü äåéñòâèþ îïðåäåëåííûé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë: äåéñòâèå — ýòî «ðàáîòà» ìàãèñòðàëüíîãî «íàïðÿæåíèÿ».

2. Àíàëîãèÿ ìåæäó äâèæåíèåì ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîé ñèëû è ïëîñêîïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì ñïëîøíîé ñðåäû

Ïóñòü F � const è, ñëåäîâàòåëüíî,V u F u( ) � � . Óðàâíåíèå (5) § 45

m
x)

x

-

-
�

2

2

u x
F

( ,

èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:
-

-
� � � � �u F F

a x u a x b x
x m m

x x x( ), ( ) ( )
2

2 .
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Ïîäñòàíîâêà â (6) § 45 äàåò

a x l a x

l

F( ) ( )� �
�

m
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a x x c c
F

( ) ,� � �
m

const,

ïîýòîìó

u x d x c
F� � � �
2

2

m
x) x( ( ) , (2)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

d x b x x
F

( ) ( )� �
2

2

m
.

Ïîäñòàíîâêà (7) § 45 äàåò óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ d x( )

d x l d x

l

F

G

F

G G
x q c

( ) ( )� � � � � �

�
� 

�
�1

m
.

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â ïðèìåðàõ 1, 2
§ 35. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðåøåíèå â (2), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò:

u x x c x c x D
F x F

G

x F

G

q p

G
( , (

( )
x) x)

m

x m
� � � � � � �

� �2 2

2 2 2
; (3)

-

-
� � �

u x F
x c

( ,
(

x)

x m
x) ,

ãäå c D, — äâå ïîñòîÿííûå. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà ñìûñë
ïîñòîÿííîé c:

c
u

�
-

-

( , )0 0

x
.

Ïîñòîÿííàÿ D îïðåäåëÿåòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì. Äàëåå,

s x) m
m

� � � � � � � �
� � �

F x c R x q c
u x l p u x q

l

F

G G
( ; ( )

( , ) ( , )
.

Âåëè÷èíà ñðåäíåãî ñäâèãà îò x äî x l� ðàâíà

G � � �



�
��



�
�� �

�
� 

�
� �

� � �u x l u x

l G

l F

G

q p
F x

( , ) ( , )0 0 1 1

2 2m
� �


�
� 

�
�c

G
1

m
.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå
òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû. Ïóñòü

u v
u

( , ) ,
( , )

0 0 0
0 0

0� �
-

-t
.

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (6) § 46 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u t t v t v t
F

m

t F

G

t F

G

m

G

q p( , ) ( ) ;
( )

t t
t t t

� � � � � �� �2 2

0 0
2 2 2

(4)

m F t mv
u t-

-
� � �

( , )
( ) .

t

t
t 0

Îòñþäà âèäíî, ÷òî èìïóëüñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, íåïðå-
ðûâíóþ íà ñòûêå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé âðåìåíè. Äàííûé èìïóëüñ
îïðåäåëÿåò è âåëè÷èíû ñêà÷êîâ ñìåùåíèÿ:

R t v
u t u t F

G

m

G

l p q

l
q� � � �

� � �( , ) ( , )
( )

t t t

t
t 0 .

Âèäèìàÿ ñêîðîñòü íà âåùåñòâåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå ðàâíà

v F t v
u t u t

l m G

ml l� � �

�
� 

�
� �

�
� 

�
� � �

� �( , ) ( , )t

t

t0 0 1 1

2
0 1

G

F

G

q p

�
� 

�
� � �

�t t

2
.

Îáñóæäåíèå äàííîãî ðåçóëüòàòà èçëîæåíî â ï. 3 § 51.

269

Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ



Íà ìàêðîóðîâíå íàøå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì, à âðå-
ìÿ îäíîìåðíûì. Ýòîò ôàêò ëåæèò â îñíîâå âñåõ åñòåñòâåííûõ íàóê.
Áóäåì òåïåðü óìåíüøàòü ìàñøòàáû äëèíû è âðåìåíè â 2 3 4, , ,... .. .n ðàç.
×òî íàñ æäåò íà ýòîì ïóòè? Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî óìåíüøåíèå ìàñ-
øòàáà ðàíî èëè ïîçäíî ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì èñ-
õîäíîé ñóáñòàíöèè. Íå îæèäàåò ëè íàñ ÷òî-òî ïîäîáíîå è äëÿ ñóù-
íîñòåé, êîòîðûå ìû íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâîì è âðåìåíåì? Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé â òîì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì: äà, íà ìèêðîóðîâíå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, êîòîðûå
ìû íàáëþäàåì íà ìàñøòàáàõ ñâîåãî ðîñòà è ñâîåãî ïóëüñà.

Îáñóæäåíèþ è èññëåäîâàíèþ ïðîáëåì ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè
íà ìèêðîóðîâíå ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Çäåñü îãðàíè÷èì-
ñÿ ññûëêàìè íà [122–127] è öèòàòîé èç ìîíîãðàôèè [128]: «…ìû âî-
âñå íå îáÿçàíû ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííóå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåí-
íûì òàêæå è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è
âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. … Ïîäîáíî òîìó, êàê ïðè íåîãðàíè÷åííîì
ïðîñòðàíñòâåííîì äðîáëåíèè âîäà ïåðåñòàåò áûòü âîäîé, ïðè íåîã-
ðàíè÷åííîì äðîáëåíèè äâèæåíèÿ òàêæå âîçíèêàåò íå÷òî òàêîå, ÷òî
åäâà ëè ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî êàê äâèæåíèå».

ßñíî, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå âîïðîñ î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà
è âðåìåíè ìîæåò áûòü ðåøåí òîëüêî íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ íàáëþäåíèé. Íèæå ìû ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, èñ-
õîäÿ òîëüêî èç àðèôìåòè÷åñêîé êîíöåïöèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.
Ñîãëàñíî äàííîé êîíöåïöèè, òî÷êà ïðîñòðàíñòâà — ýòî òðîéêà âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë, à ìîìåíò âðåìåíè — îäíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Â ðàìêàõ ëþáîé òåîðèè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òî÷êà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íåäåëè-
ìûì: «òî÷êà — ýòî òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé» [1]. Åñëè æå òåïåðü óâåëè-
÷èòü ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ñðåäñòâ èññëåäîâàíèÿ (ïóòåì ïåðå-
õîäà ê íåàðõèìåäîâó àíàëèçó), òî ìîæíî «çàãëÿíóòü âíóòðü» òî÷êè
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ïðîñòðàíñòâà è «âíóòðü» ìîìåíòà âðåìåíè. Åñëè áûòü ïîñëåäîâà-
òåëüíûì, òî ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî òîò ìèð, êîòîðûé ìû ïðè ýòîì óâè-
äèì, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ íà ìèêðîóðîâíå.

Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò êîíöåïöèè øêîëû Ïèôà-
ãîðà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùíîñòüþ âñåõ âåùåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî [129].
Ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïîñûëêó íà íàø âîïðîñ, ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî
ñóùíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à
ñóùíîñòüþ ìèêðîìèðà — âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïîñûëêè ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà íà ìèêðîóðîâíå îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé
ñòðóêòóðîé òðîéêè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ìî-
ìåíòà âðåìåíè — âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé îäíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñ-
ëà. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò íå î ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è âðå-
ìåíè íà ìèêðîóðîâíå, à òîëüêî î ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è
âðåìåíè: êîëü ñêîðî íà ìàêðîóðîâíå òî÷êà — ýòî òðîéêà âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë, à ìîìåíò âðåìåíè — îäíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî èõ
âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà è åñòü âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà è
âðåìåíè íà ìèêðîóðîâíå. Ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû î âíóòðåííåé
ñòðóêòóðå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû âûøå, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü çäåñü â ïîëíîé ìåðå.

§ 48. Ãèïåðêîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ìèêðîìèðà

Â ãë. 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäâèíóòü-
ñÿ äàëüøå, ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ïðèáëèæåíèå äàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïóñòü N — ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæåíèÿ, ãäå N — ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå, íî êîíå÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûáîð çíà÷åíèÿ N
îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèÿìè ê ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè. Òàêèì îáðà-
çîì, îäíîìó âåùåñòâåííîìó èçìåðåíèþ ñîîòâåòñòâóåò N-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî íà ìèêðîóðîâíå.

Â êà÷åñòâå áàçèñà â äàííîì ïðîñòðàíñòâå âîçüìåì ñëåäóþùèå
÷èñëà:

j

j

v n

v n

1

2

1 0 0 0

0 1 0

�

�

limit Lim

limit Lim

( , , ... ;...),

( , , ,... ;...),...,

( , , ,... ;...).

0

0 0 0 1jN
v n

� limit Lim

(1)

Â ïðèáëèæåíèÿõ ÷èñëà j 1 íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà, íà ñëåäóþ-
ùèõ ( )N � 1 ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Äàëüøå âñå ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïåðèîäîì
N. ×èñëî j 2 óñòðîåíî òàê æå, òîëüêî åäèíèöà ñòîèò íà âòîðîì ìåñòå.
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Â j 3 åäèíèöà ñòîèò íà òðåòüåì ìåñòå è òàê äàëåå äî jN . Íåôîðìàëüíî
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà âûáðàíû òàêèìè, ÷òîáû îíè íàõîäè-
ëèñü êàê ìîæíî áëèæå ê íóëþ: èç N ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä
çíàêîì Lim òîëüêî îäíî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Äàííûé áàçèñ ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåé òàáëèöå óìíîæåíèÿ:

j j j j j j j j k m k m NN N m k k m1
2

1
2 0 1� � � � � � �,... , , , , . (2)

Âñå ÷èñëà j k ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íåóïîðÿäî÷åíû îòíîñèòåëüíî
÷èñåë îñè OX. Åñëè ðå÷ü èäåò î ñòðóêòóðå ìîìåíòà âðåìåíè, òî ÷èñëà
íåóïîðÿäî÷åíû îòíîñèòåëüíî îñè âðåìåíè OT. Êàæäîìó èç ÷èñåë j k
îòâå÷àåò ñâîå èçìåðåíèå. Òî÷êè Z ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ íàáîðà êîîðäèíàò X X1,... N :

Z j jN N� � �X X1 1 ... , (3)

ãäå çíà÷åíèÿ X k — ïðèíàäëåæàò íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷-
íî äëÿ âðåìåííóé îñè èìååì

Q � �T T1 1j jN N. . . , (4)

ãäå Tk ïðèíàäëåæàò îñè íåàðõèìåäîâà âðåìåíè OT. Íèæå äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïðîñòðàíñòâîì (3). Äëÿ (4) âñå ðåçóëüòàòû ñî-
õðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Èç (1), (2) âèäíî, ÷òî êàæäûé áàçèñíûé
ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, à ñóììà âñåõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
ñîñòàâëÿåò åäèíèöó:

j j jN1 2 1� � � �. . . .

Êðîìå åäèíèöû, ïðîñòðàíñòâî (3) ñîäåðæèò ðÿä äâîéíûõ åäèíèö,
ò.å. ÷èñåë j, îòëè÷íûõ îò +1 è –1 è òàêèõ, ÷òî j 2 1� :

j j j jN� � � � �1 2 ... .

Íà ýòîì îñíîâàíèè ïðîñòðàíñòâî (3), (4) ìîæíî íàçûâàòü ãèïåðêîì-
ïëåêñíûì. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè
ñóùåñòâåííûìè, áóäåì ïîä÷åðêèâàòü íàçâàíèåì «ãèïåðêîìïëåêñíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë». Íèæå áóäåò ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé, êîãäà êîìïîíåíòû ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Âûáðàííûé âûøå áàçèñ ïðèâîäèò ê ïðåäåëüíî ïðîñòûì ïðàâè-
ëàì ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Åñëè

� � � � � �Z j jN NX X1 1 ... ,
òî

Z Z j Z Z j

j j

k k k k k k

k

k
k

Z

Z Z

� � � � � � � � �

� � �
� �

( ) , ,

,

X X X X

X

X X

1 1

1
1

1 1

2
2

X X
j j

N
N� �. . . .

(5)
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Âåçäå ïî íåìîìó èíäåêñó èäåò ñóììèðîâàíèå; â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå
ñ÷èòàåì, ÷òî âñå X k � 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà èç
êîìïîíåíò X k � 0, ò.å. ïðîèçâåäåíèå

X X X1 2 0... N � ,

òî ÷èñëî Z áóäåò äåëèòåëåì íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X 1 0� . Ïîëî-
æèì

Z j j

Z j

N N� � � �
�� � �

X X

X1

2 2

1

0

0

... ,

.

Îòñþäà Z Z� � � 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (5), âñå ÷èñëà, êðîìå äå-
ëèòåëåé íóëÿ è ÷èñëà 0, èìåþò îáðàòíûå. ßñíî, ÷òî àëãåáðà (5) ÿâëÿ-
åòñÿ êîììóòàòèâíîé, àññîöèàòèâíîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ
ñóììó íåñêîëüêèõ àëãåáð ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ââåäåì ïîíÿòèå ìîäóëÿ ÷èñëà Z. Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî
ìîäóëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíîå ñóùåñòâåííîå ÷èñëî
| |Z , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

| | | | | |, | | | | | |a aZ Z ZZ Z Z� � � � ,

ãäå a— ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî íà ïðÿìîé OX. Óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîäóëÿ:

� � � � � �X X X X1 1 1
1j jN N N

N� � � � �. . . . . .l l , (6)

ãäå lm — ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîíÿòèå ìîäóëÿ
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè
÷èñëî Z ñâîäèòñÿ ê ÷èñëó X, ëåæàùåìó íà îñè 4X, òî ìîäóëü (6) äîë-
æåí ñîâïàäàòü ñ îáû÷íûì ìîäóëåì | |X . ×èñëî Z ñîâïàäàåò ñ X, êîãäà
äëÿ ëþáîãî k èìååì X Xk � . Îòñþäà

� �X X X Xj jN
N

1
1 2� � � �� � �. . . | | | |...l l l .

Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

l l l1 2 1� � � �. . . N .

Íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûì ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò, êîãäà

l l l1 2 1� � � �. . . /N N

è, çíà÷èò,

� �X X X X1 1 1j jN N N
N� � �. . . | . . . |.

Âîçìîæíû, êîíå÷íî, è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ, êîòîðûå â íåêî-
òîðîì ñìûñëå òàêæå ìîæíî îòíåñòè ê åñòåñòâåííûì. Òàê, â [14, 16]
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áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ñèíãóëÿðíîå (ïðè N � 3) âûðàæåíèå äëÿ
ìîäóëÿ:

� � � � � � � �X X X X X1 1 1
3

2j jN N
N

N� � � �. . . . . . .

§ 49. Ôóíêöèè ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé Z èç îáëàñòè (3) § 48 ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå âïîëíå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå W èç ýòîé æå ÷èñëîâîé îá-
ëàñòè:

W W Z� ( ).

×èñëîâàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ N-ìåðíîé. Ïîýòîìó îäíà ãèïåðêîì-
ïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ñâîäèòñÿ ê N ôóíêöèÿì îò N ïåðåìåííûõ:

W W j j

W j W

N N

N N

� � � �
� � �

( ... )

( , ,..., ) ... ( ,.

X X

X X X X
1 1

1 1 2 1 1 .. ) .XN Nj

Çäåñü êàæäàÿ èç ôóíêöèé

U

U

U

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

�
�
�

W

W

W

N

N

N N

( , ... ),

( , ... ),...

( ,

X X X

X X X

X X ... )XN

(1)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ N ñóùåñòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïîýòîìó âñå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû âûøå äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé (ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, ïðîèçâîäíûõ
è èíòåãðàëîâ), ìîæíî ïåðåíåñòè òàêæå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé (1).
Ïî îáû÷íîé ñõåìå äëÿ ôóíêöèè W ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðîèçâîä-
íîé ïî àðãóìåíòó Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè (1) îáëàäàþò âñåìè
ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ íèæå. Ïóñòü D DZ W, —
ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà è ôóíêöèè. Òîãäà

D

D

D D

D D

W

Z

W j W j

j j

N N

N N

�
� �

� �
1 1

1 1

...

...X X
.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ( )DX k ìîæíî çàïèñàòü

D

D

D

D

D D

D

W

Z

W W W

N

N j� � � �



�
��



�
��

-

-

-

- -
1

1

1

2

2

1

1

1X X

X

X X

X

X
... 1

1

1

�

� � �



�
��



�
��

-

-

-

-

. . .

. . . .
W WN

N

N

N
Nj

X

X

X X

D

D

(2)
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Ïðåäåë äàííîãî îòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò çàêîíà ñòðåìëåíèÿ DZ ê 0,
åñëè

-

-
� � �

Wk

m

k m k m N
X

0 1, , , ,..., . (3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

W Z W j W j W jN N N( ) ( ) ( ) ... ( )� � � �1 1 1 2 2 2X X X (4)
è

dW

dZ
W j W j W jN N N� � � � � � �1 1 1 2 2 2( ) ( ) ... ( )X X X .

Çäåñü ÷åðåç dW dZ/ îáîçíà÷åí ïðåäåë (2) ïðè DZ 	 0, ÷åðåç
�Wk k( )X — ïðîèçâîäíûåWk ïî X k . Óñëîâèÿ (3) àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì

Êîøè — Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ W Z( ) áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé ïî
Z, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé (3) è ñóùåñòâîâà-
íèå ïðîèçâîäíûõ Wk k( )X ïî X k . (Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè
î÷åâèäíî.)

Ïóñòü ôóíêöèÿ W ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ÷èñëîâîé îáëàñòè (3) § 48:

W Z A j A j Zv vN N
v

v

( ) ( ... )� � �' 1 1 . (5)

Òàê êàê
Z j j j jv

N N
v v

N
v

N� � � � � �( ... ) ...X X X X1 1 1 1 ,

òî
W Z A j A jv

v

v

vN N
v

N

v

( ) ...� � �' '1 1 1X X . (6)

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (6) ñ (4) çàêëþ÷àåì, ÷òî

W A W Av
v

N N

v

vN N
v

v

1 1 1 1( ) ,..., ( )X X X X� �' ' .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (5) ÿâëÿþòñÿ
ñóùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ò.å.

W Z A Zv
v

v

( ) � ' , (7)

èìååì
W Z W j W jN N( ) ( ) ... ( )� � �X X1 1 .

Â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî áîëüøóþ ðîëü
èãðàåò òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî
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÷èñëà. Äàäèì àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷èñåë (3) § 48. Ïîëî-
æèì W Z ez( ) � . Òîãäà äëÿ Z j jN N� � �a a1 1 . . .

e e j e jj j
N

N N Na a a a1 1 1
1

� � � �... . . . . (8)

Êîýôôèöèåíòû â ïðàâîé ÷àñòè âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî A jk k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå (8),
åñëè âñå çíà÷åíèÿ Ak � 0. Òîãäà

A j A j eN N
A j A jN N

1 1
1 1� � � � �. . . ...ln ln . (9)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ îòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè íåîáõî-
äèìî ââåäåíèå ìíèìîé åäèíèöû i. Íàïðèìåð, ïóñòü A 1 0� ,
A AN2 0 0� �. . . . Òîãäà

A j A j eN N
A i j A j A jN N

1 1
1 1 2 2� � � � � � � �. . . ( ) ) ...ln( ln lnp . (10)

Ëþáîå ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî ñîäåðæèò â ñåáå îáû÷íóþ ñóùå-
ñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Îäíàêî â «èçâëå÷åíèè» ýòîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé èç ÷èñëà åñòü íåêîòîðûé ïðîèçâîë. Ïóñòü

Z A j A jN N� � �1 1 . . . . (11)

Ïðåäñòàâèì êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ â âèäå

A A C A A CN N1 1� � � � � �,... .

Òîãäà âìåñòî (11) ïîëó÷èì

Z C A j A jN N� � � � � �1 1 . . . . (12)

Çäåñü Ñ — àääèòèâíàÿ ñóùåñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÷èñëà (12).
Äàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ àíàëîãè÷íà âåùåñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a ib� . Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ñî-
ñòàâëÿþùàÿ a â çàïèñè ( )a ib� îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, â òî âðåìÿ
êàê â (12) äëÿ âûáîðà âåëè÷èíû Ñ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå.

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñ-
ëîâèå:

� � � � � � �A A AN1 2 0... .

Òîãäà

C
A A A

N

N�
� � �1 2 ...

276

Ã ë à â à 11



è ëþáîå ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

A j A j A jN N
N NA A

N

A A

N
1 1

1
1

1
1� � � � �


�
� 

�
� �

� � � �
. . . . . .

... ...

� �

�
� 

�
�

� �
A jN

N
N

A A

N

1 ...
.

(13)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãèïåðêîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïóñòü Ak � 0. Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü èç ïîêàçàòåëÿ ýêñ-
ïîíåíòû (9). Îíà ðàâíà C A A AN

N� ln 1 2, ... . Ñëåäîâàòåëüíî,

Z A j A j A A eN N N
N A C j A C jn N� � � � � � � �

1 1 1
1 1. . . ,... ( ) ... )ln ln . (14)

Â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî êîýôôèöèåíò
ïðè ýêñïîíåíòå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîäóëü ÷èñëà. Çäåñü òàêæå ïðèìåì,
÷òî ìîäóëü Z ðàâåí äàííîìó êîýôôèöèåíòó. Âèäíî, ÷òî òîò ìîäóëü,
êîòîðûé áûë ââåäåí âûøå èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, ñîâïàë ñ ìî-
äóëåì (14). Ñëó÷àé (10) ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðåäïîëîæåíèÿ î ìîäóëå (7) è ïðåäïîëîæåíèå î äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòè ÷èñëà (13) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.

§ 50. Ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë

Îáðàòèìñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ (10) § 49. Åñëè íåêîòîðûå êîìïî-
íåíòû ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà îòðèöàòåëüíû, òî â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå ÷èñëà íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ åäèíèöà i. Âûøå
îòìå÷àëîñü, ÷òî ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç áåñêîíå÷íî áîëü-
øîãî ÷èñëà w è äâîéíîé åäèíèöû j òàêæå íåèçáåæíî âëå÷åò çà ñîáîé
ïîÿâëåíèå ìíèìîé åäèíèöû i:

e j i jip w � � � � �, ,2 21 1.

Óêàçàííûå äâå ïîñûëêè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ
ñàìîãî íà÷àëà ÷èñëîâîå ïðîñòðàíñòâî Z ñòðîèòü íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñàìó òåîðèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî íå èçëà-
ãàòü, òàê êàê îíà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáùåïðèíÿòîé. Íåîáõîäèìî
òîëüêî âî âñåõ âûêëàäêàõ âåùåñòâåííûå ÷èñëà õ è ó çàìåíèòü íà ÷èñ-
ëà X è U, ïðèíàäëåæàùèå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Íàïðèìåð, åñëè

ìîäóëü ÷èñëà x iy� ðàâåí x y2 2� , òî òåïåðü

� �X X� � �iU U2 2 .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ÷èñëîâîé ñèñòåìå:

Z Z j Z j

Z i Z i

N N

N N N

� � �
� � � �

1 1

1 1 1

. . . ;

,... ,X XU U
(1)

ãäå âñå êîìïîíåíòû X k k,U — íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå ÷èñëà. Íå
ïîâòîðÿÿ îáîñíîâàíèé, çàïèøåì ñðàçó

| | | | . . . | | ,Z Z ZN
N� 1

1l l

ãäå
l l l1 2 1� � � �. . . N .

Îñòàíîâèìñÿ íà âàðèàíòå, êîãäà

l l l1 2 1 2
1� � � � �. . . ; | | | | | |. . . | |N N

N

N
Z Z Z Z .

Äàëåå,
exp[ ]( ) ( )

( )

a b a b
a b a b

1 1 1

1
1 1

� � � � �

� � �� �

i j i j

e j e

N N N

i iN

�

� N j

A iB j A iB j

N

N N N

�
� � � � �( ) ( ) ,1 1 1 �

ãäå

a bk k k k k kA B B A� � �ln tg2 2 , / .

Äàííûå ôîðìóëû äàþò òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà èç îáëàñòè (1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ W Z( ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà è ôóíêöèè ëåæàò â ÷èñëîâîé îáëàñòè (1):

W W Z W Z j W Z jN N� � � �( ) ( ) ... ( )1 1 , (2)

ãäå

W W Z Z ZN1 1 1 2� ( , ... )
..................................................

,

( , ... ).W W Z Z ZN N N� 1 2

Òàêèì îáðàçîì, îäíà ôóíêöèÿ (2) ñâåëàñü ê N êîìïëåêñíûì ôóíê-
öèÿì îò N êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ, èëè ê 2N ñóùåñòâåííûõ ôóíê-
öèé îò 2N ñóùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ:

P P

Q Q

k k N

k k N

�
�

( , ,..., ),

( , ,..., ),

X

X
1 1

1 1

U U

U U
(3)

ãäå k N� 1 2, ... ,

P iQ W i Zk k k k k k� � � �, X U .
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Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè W Z( ). Ñ òî÷íîñòüþ äî
D DUX k k, èìååì

D

D

D
U

DU D
U

DU
W

Z

P P
i

Q
i

Q P

�

-

-
�
-

-
�

-

-
�

-

-
�

-1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

X
X

X
X

% & % &
-

� �

� � � �

-

�

�
�

�

�
�

�

�

X
X

X X
2

2 1

1 1 1

D

D DU D DU

... ...

...

j

i j i jN N k

P P
i

Q
i

Q P1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

2
2-

�
-

-
�

-

-
�

-

-
�

-

-X
X

X
X

X
XD

U
DU D

U
DU D �

�
�

...

. . . .
D DUX 1 1

1
i

j

(4)

Ïóñòü DZ 	 0. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò çàêîíà ñòðåìëåíèÿ
DZ ê 0, åñëè

-

-

-

-

-

-

-

-
� � � �

P P Q Q

k k k k

1 1 1 10 0 0 0
X X

, ; ,
U U

(5)

ïðè k N� 2 3, ... . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè P Q1 1, ìîãóò çàâèñåòü òîëü-
êî îò X 1 1, ,U ôóíêöèè P Q2 2, — òîëüêî îò X2 2,U è ò.ä. Îòñþäà

W W Z W W ZN N N1 1 1� �( ),... ( ).

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ
Êîøè — Ðèìàíà

-

-

-

-

-

-

-

-
� � � � �

P Q P Qk

k

k

k

k

k

k

k

k N
U UX X

0 0 1 2, , , ... . (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç (6), (5) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (4). Òàêèì
îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 50.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ W áûëà
äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Z, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (5) è, êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé êîì-
ïëåêñíîé êîìïîíåíòûW Zk k( ) âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ Êîøè — Ðèìàíà (6).

Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ èç êîìïëåêñíûõ êîìïîíåíò äîëæíà
áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ñîáñòâåííîìó êîìïëåêñíîìó àðãóìåíòó.
Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé ãèïåðêîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé Z äèôôåðåíöèðóåìûå ïî Z ôóíêöèè ñîñòàâëÿþò âåñüìà
óçêèé êëàññ. Äëÿ îïèñàíèÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ íåîáõîäèìî îñëà-
áèòü óñëîâèÿ Êîøè — Ðèìàíà, à òàêæå óñëîâèÿ (5). Äàëåå ìîæíî
ñíèìàòü îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ îòäåëü-
íûõ êîìïîíåíò (3). Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé èç àðãóìåíòîâ
X 1,...UN ïðèíàäëåæèò ê áåñêîíå÷íîìàñøòàáíîé íåàðõèìåäîâîé
ïðÿìîé, ìû âèäèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
äàåò ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî âîçìîæíîñòåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèé ñàìî-
ãî ðàçëè÷íîãî ïëàíà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èëëþñòðàöèè.
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§ 51. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì
ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì
çàäàííûõ ñèë. Ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó áóäåì íàçûâàòü òàêæå ÷àñòèöåé.
Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äâèæåíèå ÷àñòèöû
îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè:

x f t y g t z h t� � �( ), ( ), ( ).

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé çàâèñèò îò îäíîãî ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t. Çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé è çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà — îáû÷íûå âåùåñòâåííûå
÷èñëà. Óñëîâíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè ñàìà ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà èìååò ðàçìåð âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Òåïåðü ìû õîòèì óìåíüøèòü ðàçìåð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äî
ðàçìåðà ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà. Êàêèå âîçìîæíîñòè äàåò ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò àíàëèçà-2 äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîäîáíîé òî÷êè?
Óêàçàííîå óìåíüøåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîîðäèíàòû x y z, ,
è âðåìÿ t ïðåâðàùàþòñÿ â ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðå-
ìåííûå è ìíîãîìåðíîå âðåìÿ. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ
Z Z Z( ) ( ) ( ), ,1 2 3 è Q. Òîãäà ôîðìàëüíûé è îáùèé îòâåò íà ïîñòàâëåí-

íûé âîïðîñ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ôóíêöèÿìè:

Z F Z G Z( ) ( ) ( )( ), ( ), ( )1 2 3� � �Q Q QH , (1)

ãäå
Z j j i

j j

i i
N
i

N

N N

( ) ( ) ( ). . . , , , ;

... .

� � � �

� � �

X X

T T

1 1

1 1

1 2 3

Q
(2)

Êàæäàÿ èç êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ìíîãîìàñøòàáíîé íåàðõèìå-
äîâîé ïðÿìîé. ×èñëî êîîðäèíàò â (2) è ÷èñëî ìàñøòàáîâ äëÿ êàæäîé
èç êîîðäèíàò íè÷åì íå îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó çäåñü îòêðûâàåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî âîçìîæíîñòåé äëÿ îïèñàíèÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
äâèæåíèé. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîòîðûå óêëàäû-
âàþòñÿ â îïèñàíèå (1) è óäîâëåòâîðÿþò òåì èëè èíûì óñëîâèÿì ãëàä-
êîñòè ôóíêöèé. Òàê êàê â (1) ôèãóðèðóåò ìíîãîìåðíîå âðåìÿ, òî
âíà÷àëå îáñóäèì âîïðîñ î íåôîðìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè «òå÷åíèÿ»
ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè.
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1. Êàê ïðåäñòàâèòü ñåáå òå÷åíèå ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè?

Ïðèíèìàÿ àðèôìåòè÷åñêóþ êîíöåïöèþ ïðîñòðàíñòâà è âðåìå-
íè, ìû êîíñòàòèðóåì, ÷òî òî÷êà ïðîñòðàíñòâà — ýòî òðîéêà âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë, à ìîìåíò âðåìåíè — îäíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ðàñ-
ïîëîæåííîå íà âåùåñòâåííîé îñè 4tâåù (èíäåêñ áóäåì îïóñêàòü). Òå-
÷åíèå âðåìåíè ìû âîñïðèíèìàåì êàê äâèæåíèå òî÷êè âäîëü îñè 4t.
Ýòî îäíîìåðíîå äâèæåíèå è ïîýòîìó âðåìÿ, êîòîðîå ìû âîñïðèíè-
ìàåì íåïîñðåäñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì.

Ñ óìåíüøåíèåì ìàñøòàáà íàáëþäåíèÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ êîíöåï-
öèÿ ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ î ìíîãîìåðíîì âðåìåíè. Êàê ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå åãî òå÷åíèå? Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íà ïîäîáíûå âîïðîñû
ìîæíî íå òîëüêî íå îòâå÷àòü, íî äàæå íå ñòàâèòü èõ. Îäíàêî íåîáõî-
äèìîñòü â èõ ïîñòàíîâêå âñå æå åñòü, òàê êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
èìåííî íåôîðìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûì èñ-
òî÷íèêîì ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè
êàêóþ-òî îáùóþ òî÷êó çðåíèÿ íà îäíîìåðíîå è ìíîãîìåðíîå âðåìÿ.
Îñíîâíîå ñâîéñòâî îäíîìåðíîãî âðåìåíè ñâÿçàíî ñ åãî ëèíåéíîé
óïîðÿäî÷åííîñòüþ. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óïîðÿäî÷åííîñòè íåò.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè äðóãóþ îñíîâó äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ.

Âîçìîæíîå ðåøåíèå âîïðîñà ïîäñêàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì
ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü îñè 4õ ïî çàêîíó x x t� ( ), t t t1 2� � . Íè-
÷òî íå ìåøàåò èçîáðàçèòü ãðàôèê ôóíêöèè x t( ) â ïëîñêîñòè ïåðåìåí-
íûõ x t, . Â «äåéñòâèòåëüíîñòè» ïðîöåññ x x t� ( ) íèêîãäà íå ïðåäñòàåò
ïåðåä íàìè âåñü öåëèêîì. Ìû ñàìè æèâåì âî âðåìåíè t è ïîýòîìó
âíà÷àëå íàáëþäàåì ïîëîæåíèå òî÷êè x t( )1 , çàòåì x t( ) ïðè áóëüøèõ t

è â êîíöå êîíöîâ ïðèõîäèì ê ïîëîæåíèþ x t( )2 . Òàêîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó íàáëþäåíèþ îòâå÷àåò è ôîðìà çàïèñè çàêîíà äâèæåíèÿ
òî÷êè, íàïðèìåð ñëåäóþùàÿ:

d x

dt

dx t

dt
g x t

2

2 1
1 0� � � � �const H, ( ) ,

( )
.

Çäåñü ìû ñòàðòóåì èç òî÷êè x � H. Çàòåì ïåðåõîäèì â íîâîå ïîëîæå-
íèå ïðè t t� 1 è ò.ä. äî ìîìåíòà t t� 2. Çàêîí äâèæåíèÿ çàïèñàí ÷åðåç
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè è ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò íàøåìó ïðåäñòàâëå-
íèþ î òå÷åíèè âðåìåíè îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé t ê áóëüøèì.

Îäíàêî òîò æå ñàìûé çàêîí ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó. Îáðàçó-
åì ôóíêöèîíàë

1

2

2

1

2 dx t

dt
gx t dt

t

t
( )

( )

�
� 

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

+ .
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Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî, äåéñòâèòåëüíîå
äâèæåíèå x t( ) äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå.
Â äàííîì çàêîíå çíà÷åíèÿ x t( ) ïðè âñåõ t èç äèàïàçîíà [ , ]t t1 2 ôèãóðè-
ðóþò «îäíîâðåìåííî» è, êðîìå òîãî, â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè çíà÷åíèÿ x t( ) äîëæíû áûòü çàôèêñèðîâàíû. Íàëè÷èå
èíòåãðàëà ïî âðåìåíè ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåò íàø âçãëÿä íà äàííûé
ïðîöåññ è âîîáùå íà ðîëü âðåìåíè. Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìè
ìû íàõîäèìñÿ âíå âðåìåíè t è íàì äîñòóïíî ñîçåðöàíèå ïðîöåññà
x x t� ( ) âñåãî öåëèêîì («îäíîâðåìåííî» äëÿ âñåõ t, t t t1 2� � ). Òåïåðü
ìîæíî ãîâîðèòü íå î ïðîöåññå x x t� ( ), à òîëüêî î ôóíêöèè x t( ), êîòî-
ðàÿ ïðèîáðåëà ïî÷òè òîò æå ñàìûé ñòàòóñ, ÷òî è, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
r(õ), ãäå r — ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ 0 � �x L. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà

r( )x dx
L

0
+

äàåò ìàññó ñòåðæíÿ. È âñÿ ìàññà ñòåðæíÿ — ýòî àêòóàëüíûé îáúåêò,
êîòîðûé ïðåäñòàåò ïåðåä íàìè îäíîâðåìåííî âåñü öåëèêîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ íå î ïðîöåññå, êîòîðûé
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, à î íåêîòîðîé ôóíêöèè x t( ),
êîòîðàÿ ïðåäñòàåò ïåðåä íàìè âñÿ öåëèêîì âî âñåì äèàïàçîíå èçìå-
íåíèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Ïðè òàêîì âçãëÿäå íà îäíîìåðíîå âðåìÿ âî-
ïðîñ î íåôîðìàëüíîì ïîíèìàíèè ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè òðóäíî-
ñòåé íå âûçûâàåò. Åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ îäíîé
ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé îäíîãî ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà, òî â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå ó íàñ áóäåò N ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îò N ñêàëÿðíûõ àðãó-
ìåíòîâ. Ïðè÷åì âñå N ôóíêöèé âî âñåé ìíîãîìåðíîé îáëàñòè èõ îï-
ðåäåëåíèÿ ìû èìååì âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü öåëèêîì («îäíîâðå-
ìåííî»).

Èòàê, îáùàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà îäíîìåðíîå è ìíîãîìåðíîå âðåìÿ
ñîñòîèò íå â òîì, ÷òîáû ïðèïèñàòü êàêîå-òî «òå÷åíèå» ìíîãîìåðíî-
ìó âðåìåíè, à íàïðîòèâ, îòêàçàòüñÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ î òå÷åíèè îä-
íîìåðíîãî âðåìåíè. Âìåñòî ýòîãî äîïóñêàåòñÿ «îäíîâðåìåííîå» ñî-
çåðöàíèå âñåõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïðèïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûì çíà-
÷åíèÿì t â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èëè ñîçåðöàíèå âñåõ ñîñòîÿíèé,
êîòîðûå ïðèïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì âðåìåíè T T1 2, ,�
â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Óêàçàííàÿ òî÷êà çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé. Ïðèíöèï Ãàìèëüòî-
íà — Îñòðîãðàäñêîãî äàåò äëÿ íåå íåêîòîðûå îñíîâàíèÿ, íî âïîëíå
äîñòàòî÷íûìè ïðèçíàòü èõ âñå æå íåëüçÿ. Âñå äåëî â óñëîâèÿõ íà õ t( ),
êîòîðûå äîëæíû áûòü çàäàíû. Ôóíêöèîíàë äèêòóåò äëÿ õ t( ) íå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ x t x t( ), ( )1 1� , à óñëîâèÿ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [ , ]t t1 2 ,
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ò.å. çíà÷åíèÿ x t( )1 è x t( )2 . Àíàëîãè÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ áóäóò è â áî-
ëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè, êîãäà ðå÷ü ïîéäåò íå î äâèæåíèè îòäåëüíîé
òî÷êè, à î äèíàìèêå äåôîðìèðîâàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû [121]. Óðàâíå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñðåäû, îòíîñÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, ê ãè-
ïåðáîëè÷åñêîìó òèïó. Äëÿ íèõ íå äîëæíû ñòàâèòüñÿ óñëîâèÿ, îòíî-
ñÿùèåñÿ ê ñîñòîÿíèþ ñðåäû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü åùå îäíó èíòåðïðåòà-
öèþ ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè, êîòîðàÿ ñîâìåùàåò â ñåáå âçãëÿä íà
ôóíêöèè îò âðåìåíè, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê íà àêòóàëüíî çàäàííûé
îáúåêò, à ñ äðóãîé — êàê íà íåêîòîðûé ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé
ïðîöåññ.

Êàê îòìå÷àëîñü, âðåìÿ O âåùt ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì è ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì. Ìíîãîìåðíîñòü âðåìåíè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìîìåíòû tâåù ìû ðàññìàòðèâàåì ñ ðàçðåøåíèåì, êîòîðîå äàåò
íåàðõèìåäîâ àíàëèç. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåóïîðÿäî÷åííîñòü èìååò
ìåñòî ëèøü ëîêàëüíî, â ïðåäåëàõ îðåîëà ÿäðà ôèêñèðîâàííîãî âåùå-
ñòâåííîãî ÷èñëà tâåù . ßñíî, ÷òî òåïåðü ìîæíî âûäåëèòü ñóùåñòâåííóþ
ïðÿìóþ âðåìåíè OT è äâèæåíèå òî÷êè âäîëü íåå ðàññìàòðèâàòü êàê
«òå÷åíèå âðåìåíè» T. Ïðè ýòîì âñå êîîðäèíàòû îðåîëà, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò ëþáîìó ôèêñèðîâàííîìó ìîìåíòó T, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê àêòóàëüíóþ è öåëèêîì çàäàííóþ îêðåñòíîñòü ìîìåíòà âðåìåíè T.
Íà îñíîâàíèè òàêèõ íåñòðîãèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àäå-
êâàòíûå óðàâíåíèÿ äîëæíû íîñèòü ýâîëþöèîííûé õàðàêòåð ïî ïåðå-
ìåííîé T (íàïðèìåð, îòíîñèòüñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó), à ïî îñ-
òàëüíûì êîìïîíåíòàì ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè ìîæíî äîïóñòèòü óðàâ-
íåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. (Âîïðîñ î âûäåëåíèè èç ìíîãîìåðíîãî
âðåìåíè êîìïîíåíòû T ðàññìîòðåí íèæå.) Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîä-
õîäîâ ê îïèñàíèþ ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ â [130, 131].

2. Ìàãèñòðàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû
è ìàãèñòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè

Ìû äîëæíû èñõîäèòü èç òîãî îáùåïðèçíàííîãî ôàêòà, ÷òî íå-
ïîñðåäñòâåííî íàáëþäàåìûå íàìè âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì, à
ïðîñòðàíñòâî — òðåõìåðíûì. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îò-
âåòèòü íà âîïðîñ, êàê ìíîãîìåðíûå ãèïåðêîìïëåêñíûå ïðîñòðàíñò-
âà (2) ñâÿçàíû ñ íàøèì òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îäíîìåðíûì
âðåìåíåì. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

j j jN1 2 1� � � �. . . . (3)

Ñëåâà ñòîÿò ãèïåðêîìïëåêñíûå áàçèñíûå ýëåìåíòû, ñïðàâà — îáû÷-
íàÿ åäèíèöà.
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Ðàâåíñòâî (3) çàäàåò â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ìíîãîìåð-
íîì âðåìåíè îäíî îñîáîå íàïðàâëåíèå, êîòîðîå íàçîâåì ìàãèñòðàëü-
íûì. Íåôîðìàëüíî ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü Oõ — âåùåñòâåííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñü. Ãëÿäÿ íà íåå
ñ ðàçðåøåíèåì 1, ìû âèäèì ïðÿìóþ, î êîòîðîé Åâêëèä ãîâîðèë, ÷òî
ýòî «äëèíà áåç øèðèíû». Åñëè æå ïîñìîòðåòü íà îñü Oõ ñ ðàçðåøåíè-
åì 2, òî ìû óâèäèì, ÷òî îñü ïðåâðàòèòñÿ â ñïèöó ÎX è íà íåå, ïîäîá-
íî áóñèíàì, íàíèçàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êàæäàÿ èç áóñèí ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé è èìååò ðàçìûòóþ âíåøíþþ ãðàíèöó. Åñëè
ìû íàõîäèìñÿ âíóòðè íåå, ò.å. çàíèìàåì îïðåäåëåííóþ òî÷êó

Z j j j
N N

( ) ( ) ( ) ( ). . .1
1
1

1 2
1

2
1� � � �X X X , (4)

òî ñàìà ñïèöà — ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñü OX — âûãëÿäèò êàê ïðÿìàÿ

X X X X1
1 1( ) ( ),...� �

N
. (5)

Äâèãàÿñü âäîëü ýòîé ïðÿìîé, ìû ìîæåì ïåðåéòè â îðåîë äðóãîãî âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà. Äàííóþ ïðÿìóþ èìåííî â ýòîé ðîëè, ò.å. êàê
îñîáóþ (áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó (3)) ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå (4), áóäåì
íàçûâàòü ìàãèñòðàëüíîé, à åå íàïðàâëåíèå — ìàãèñòðàëüíûì. Îñ-
òàëüíûå íàïðàâëåíèÿ (êàê àëüòåðíàòèâíûå ìàãèñòðàëüíîìó) áóäåì
íàçûâàòü áîêîâûìè íàïðàâëåíèÿìè. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ââå-
äåì è äëÿ îñè âðåìåíè.

Òåïåðü ìîæíî äàòü ôîðìàëüíîå
Îïðåäåëåíèå 51.1. Â ãèïåðêîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå (4) ïðÿìóþ

(5) íàçîâåì ìàãèñòðàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îñüþ, à åå íàïðàâëåíèå —
ìàãèñòðàëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèåì. Ïðîåêöèåé òî÷êè
(4) íà ìàãèñòðàëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ îñü áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî,
ðàâíîå

X
X X

�
� �1

1 1( ) ( )...
N

N
.

Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà (4) â âèäå

Z j j
N N

( ) ( ) ( )( ) ... ( )1
1
1

1
1� � � � � �X X X X X

çíà÷åíèå X áóäåì ñ÷èòàòü ìàãèñòðàëüíîé êîìïîíåíòîé ÷èñëà, à
( ,...( )X X)1

1 � — áîêîâûìè êîìïîíåíòàìè.

Ìàãèñòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò ñ ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ
ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà (ñì. ðàâåíñòâî (13) § 49).

Îïðåäåëåíèå 51.2. Â ãèïåðêîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãîìåðíî-
ãî âðåìåíè

Q � � �T T1 1j jN N. . . (6)
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ïðÿìóþ

T T T T1 � �,... N (7)

áóäåì íàçûâàòü ìàãèñòðàëüíîé âðåìåííóé îñüþ, à åå íàïðàâëåíèå — ìà-
ãèñòðàëüíûì âðåìåííûì íàïðàâëåíèåì. Ïðîåêöèåé ìîìåíòà ìíîãîìåð-
íîãî âðåìåíè (6) íà îñü (7) áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî, ðàâíîå

T
T T

�
� �1 ... N

N
.

Â ïðåäñòàâëåíèè

Q � � � � � �T T T T T( ) ... ( )1 1j jN N

çíà÷åíèå T áóäåì ñ÷èòàòü ìàãèñòðàëüíîé êîìïîíåíòîé âðåìåíè, à êîì-
ïîíåíòû ( ),...,(T T T T)1 � �N — áîêîâûìè êîìïîíåíòàìè âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, ìàãèñòðàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå îñè è ìàãèñò-
ðàëüíîå âðåìÿ — ýòî îáû÷íûå (íåàðõèìåäîâû) èçìåðåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè. Ïðè ýòîì êàæäîå èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ óæå êàê
îäíî èç íàïðàâëåíèé â ñîîòâåòñòâóþùåì ãèïåðêîìïëåêñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îá ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ðàâíîíà-
êëîíåíî êî âñåì êîîðäèíàòíûì îñÿì ïðîñòðàíñòâà.

3. Äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðè îòñóòñòâèè áîêîâûõ êîìïîíåíò âðåìåíè
è ñìåùåíèÿ. Îïèñàíèå «êèíåìàòîãðàôè÷åñêîé ðåàëüíîñòè»

Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è çàêîíû äâèæåíèÿ ÷àñòèöû òàêîâû,
÷òî áîêîâûå êîìïîíåíòû åå êîîðäèíàò è âðåìåíè òîæäåñòâåííî ðàâ-
íû íóëþ. Òîãäà ãèïåðêîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå â çàêîíå (1) ñâîäÿòñÿ
ê ñóùåñòâåííûì ïåðåìåííûì. Òåïåðü âìåñòî (1) èìååì

X T T H T� � �F G Z( ), ( ), ( )U ,

ãäå Z ( )1 îáîçíà÷åíî êàê X, Z ( )2 êàê U è Z ( )3 êàê Z. Îãðàíè÷èìñÿ îä-
íîìåðíûì äâèæåíèåì òî÷êè âäîëü îñè 4X:

X T� ( (F Z( ), ,U 0 0,

ãäå ïåðåìåííûå X è T ïðîáåãàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

X E E

T E E

� � � �

� � � �

x x x

t t t

0 1 2
2

0 1 2
2

...,

... .
(8)

Âñå êîýôôèöèåíòû ñóòü ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ óäîáñòâà ïî-
ëîæèì

x x t t1 1 2
2

2 1 1 2
2

2E E E E� � � �x x t t, , ... , ,... .
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Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåùåñòâåííûé è ïåðâûé ìèêðî-
óðîâíè. Äëÿ íèõ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ áåç èíäåêñîâ:

t t t x x x0 1 0 1� � � �, , , .E Et x

Â (8) èñêëþ÷åíû ìåãàóðîâíè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Â ïîëå
çðåíèÿ îñòàþòñÿ òîëüêî âåùåñòâåííûé óðîâåíü è ìèêðîóðîâíè. Òåõ-
íèêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïîçâîëÿåò îãðàíè-
÷èòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ìèêðîóðîâíåé. ×èñëî ìèêðîóðîâ-
íåé äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Îäíàêî ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Äàæå êîãäà ðå÷ü èäåò î íåîã-
ðàíè÷åííîì ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî âñåãäà èìååòñÿ â âèäó, ÷òî
åñòü íåêîòîðûé çàêîí, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî
è îáîçðèìîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ è êîòîðûé îõâàòûâàåò âñå íåîãðàíè-
÷åííîå ÷èñëî óêàçàííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ó íàñ ñàìûì åñòåñòâåí-
íûì ïîäîáíûì çàêîíîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî ìèêðîóðîâíÿ íîìåð M ïåðåõîä íà óðîâíè ìåíüøåãî
ìàñøòàáà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà

T � � � �t Mt t. . . .

Êàê è ïðåæäå, ÷åðòó â îáîçíà÷åíèè áóäåì îïóñêàòü.
Íåïðåðûâíûå äâèæåíèÿ. Ïóñòü M � 1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïî

çàêîíó

X(T)
T

X(

� � � � � �

� �

�

-

-

g g t gt g

t

gt

g gt

2 2 2 2

2 2 2 2

( )

,

,

,

t t

t)

t

t

t
-

-

-

-

-

-

-

- -

� �

� �

X(

X( X( X

t

t

t t

t t

gt g

g g

,

, ,

,

, ,

t)

t)

t

t)

t

2

2

2

2

2

t
� g.

(9)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t � �0 0, t ìû íàõîäèìñÿ â òî÷êå
x � �0 0, x . Ïîñëå ñòàðòà ïîøåë îòñ÷åò âðåìåíè íà ìèêðîóðîâíå t.
Ýòîò îòñ÷åò èäåò ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t, ðàâíîì 0 (ò.å.
â ïðåäåëàõ âåùåñòâåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè 0âåù). Ñîãëàñíî (9), çà
ýòî âðåìÿ òî÷êà ìîæåò ñìåñòèòüñÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ âòîðîãî ìèêðî-
óðîâíÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îñè

X( E0
2

1
2

2

2 2
,t)

t� � �g gt
.

Äâèæåíèå íà äàííîì ìèêðîóðîâíå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííûì, óñ-
êîðåíèå ðàâíî g. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò èäòè òîëüêî äî òî÷êè ãîðèçîí-
òà t t� *. ×åðåç âðåìÿ t* ìû âñòóïàåì â íîâóþ ðåàëüíîñòü. Îíà âûðà-
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æàåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ïåðåõîäèì ê áóëüøèì çíà÷åíèÿì t íà âåùåñò-
âåííîì ìàñøòàáíîì óðîâíå. Ïî îòíîøåíèþ ê ìèêðîóðîâíþ ýòî
ðàâíîñèëüíî ïåðåõîäó â íîâóþ ãåîëîãè÷åñêóþ ýïîõó, íîìåð êîòîðîé
ñòàíîâèòñÿ íîâûì ïàðàìåòðîì ïðîöåññà. Â ðàâåíñòâàõ (9) ðîëü äàí-
íîãî ïàðàìåòðà èãðàåò âåëè÷èíà t. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t
ïåðåìåííàÿ t îïÿòü óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî t*. Äâèæåíèå ïî-ïðåæ-
íåìó ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííûì, ñêîðîñòü ëèíåéíî ðàñòåò ñ óâåëè-
÷åíèåì âðåìåíè t. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð t âëèÿåò íà ñêî-
ðîñòü ÷åðåç àääèòèâíîå ñëàãàåìîå gt, à òàêæå íà ñìåùåíèÿ. Èç (9)
âèäíî, ÷òî òåïåðü ñìåùåíèå ïðîèñõîäèò íà ïåðâîì è âòîðîì ìàñ-
øòàáíîì óðîâíÿõ:

X E E� � � � � �gt gt
gt t

2

1
1
2

2

2 2
.

Çàòåì îïÿòü ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä ÷åðåç òî÷êó ãîðèçîíòà t t� *, çíà-
÷åíèå t óâåëè÷èâàåòñÿ è ò.ä. Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðîöåññà
(9) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íè îäíà åãî õàðàêòåðèñòèêà íå çàâèñèò îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî òî÷êè ãîðèçîíòà t*. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî åñòü ïðÿìîå
ñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè äâèæåíèÿ íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàá-
íûõ óðîâíåé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ëþáûå òèïû äâèæåíèÿ ÷àñòèöû,
êîòîðûå çàäàþòñÿ íà îñíîâå ïîíÿòèé î âåùåñòâåííûõ âðåìåííóé è
ïðîñòðàíñòâåííûõ îñÿõ. Íà äàííûõ îñÿõ íåò ìàñøòàáíûõ óðîâíåé,
ïîýòîìó ïåðåíîñÿ ýòè çàêîíû íà íåàðõèìåäîâû îñè, ìû áóäåì âñåãäà
ïîëó÷àòü äâèæåíèÿ, íåïðåðûâíûå íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ
óðîâíåé.

Ðàçðûâíûå äâèæåíèÿ. Îïèñàíèå «êèíåìàòîãðàôè÷åñêîé ðåàëü-
íîñòè». Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ äâèæåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàç-
ðûâíûìè íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Îãðàíè÷èìñÿ
äâóìÿ ìàñøòàáíûìè óðîâíÿìè âðåìåíè: T � �t t. Ïóñòü

X(
X( X(

X(

t gt
gt t t

t

t

, , , ,
, ,

,

t)
t)

t

t)

t)

t

� ( �

(

-

-

-

-

-

-

2

2

2

2
0

0, .
,-

-
�

2

2

X(t

t
g

t)
(10)

Ñòàðò îñóùåñòâëÿåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t � �0 0, t .
Ïîñëå ñòàðòà íà÷èíàåòñÿ îòñ÷åò âðåìåíè. Âíà÷àëå t ðàñòåò îò 0 äî t*

ïðè ïîñòîÿííîì t � 0. Èç (10) âèäíî, ÷òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå âðåìå-
íè òåëî îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Çàòåì ñêà÷êîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â
íîâîå ïîëîæåíèå è îïÿòü êàêîå-òî âðåìÿ 0 � �t t* ñîõðàíÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå ïîêîÿ è ò.ä. Ïîäîáíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êè-
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íåìàòîãðàôè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå èäåÿ î âîç-
ìîæíîñòè òàêîé ðåàëüíîñòè áûëà âûñêàçàíà Êëèôôîðäîì íà çàðå
ñîçäàíèÿ êèíåìàòîãðàôà [50]. Ïîçäíåå îíà íå ðàç âûäâèãàëàñü è îá-
ñóæäàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [51] (ñì. ââåäåíèå). Çäåñü ïîäîáíàÿ ðå-
àëüíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ïîñòðîåííîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå ìîæíî çàäàòü
ëþáóþ ôóíêöèþ X X( )� t , è îíà âñåãäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòî-
ðîé ñòðîãî «êèíåìàòîãðàôè÷åñêîé» êèíåìàòèêå. Äåéñòâèòåëüíî,
- - (X( ) /t t 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ìèêðîóðîâíå âðåìåíè òî÷êà ñòðîãî
íåïîäâèæíà è ëþáîå åå ïåðåìåùåíèå, âèäèìîå íà âåùåñòâåííîì
óðîâíå, — ýòî âñåãäà ñóììà ñêà÷êîâ íà ñòûêå ìàñøòàáíûõ óðîâíåé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü ðå÷ü èäåò òîëüêî î âîçìîæíîñòÿõ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíîé ðåàëüíîñòè. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ãîâîðèòü î äåéñòâèòåëüíîì îïèñàíèè ïîäîáíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü âûïîëíåíèå ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà — Îñòðîãðàäñêîãî, òî
ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèÿì § 46. Âîçüìåì äëÿ ïðèìåðà ðåøåíèå (4)
§ 47 ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ òî÷êè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû F:

u t t v t v t D
F

m

t F

G

t F

G

m

G

q p( , (
( )

t) t)
t t t

� � � � � � � � �� �2 2
0 0

2 2 2
. (11)

Çäåñü âìåñòî êîîðäèíàòû X( ,t t) èñïîëüçóåòñÿ ïåðåìåùåíèå u t( ,t).
Ïîñòîÿííûå D è v 0 èìåþò ñìûñë íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè
÷àñòèöû. Èç ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî äèíàìè÷åñêè ÷èñòî êèíåìàòîãðà-
ôè÷åñêàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ íåâîçìîæíà. Îäíàêî ê íåé ìîæíî
ïðèáëèçèòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü v 0 0� è íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàòü
ìàññó m. Â ïðåäåëå ïîëó÷èì

u t t
F

G

t F

G

q p( ,t)
t t

� �
�2

2 2
.

Äàííûå ïåðåìåùåíèÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñî ñêà÷êàìè ôóíêöèè. Äëÿ
ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ïîÿâëåíèå êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî
ïî âðåìåíè êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì. À âîò ïîÿâëåíèå ñëàãàåìîãî, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî ïåðâîé ñòåïåíè âðåìåíè, — äîâîëüíî íåîæèäàííî.
(Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çäåñü — òî÷íûé íóëü.) Ïî âåëè÷èíå äàííîå
ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëà-
ãàåìûì (çà ñ÷åò âåëè÷èí t tp q, ). Îäíàêî â ýôôåêòàõ, ñâÿçàííûõ ñ
âîçìîæíîñòüþ íåîáðàòèìîñòè íåàðõèìåäîâà âðåìåíè, ðîëü äàííîãî
ñëàãàåìîãî ìîæåò ñòàòü ïðèíöèïèàëüíîé.
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Âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè G 	 �. Çäåñü ðåøå-
íèå (11) ïðèíèìàåò âèä

u t v t D
F

m

t
( , (

(
t) t)

t)� � � �� 2
0

2
.

Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå
ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå òî÷êè:

u v D
F

m
( )T T

T� � � �
2

0

2
,

ãäå T � �t t— âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíàÿ ìíîãîìàñøòàáíîñòü âðåìåíè T
â äàííîì ñëó÷àå íå ïðîÿâëÿåòñÿ.

Ýôôåêò «ìãíîâåííîãî» ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû. Ðàññìîòðèì åùå
îäèí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé êëàññ (òåîðåòè÷åñêè) âîçìîæíûõ äâè-
æåíèé ÷àñòèöû. Ïóñòü X X(� t,t). Ðàçëîæèì äàííóþ ôóíêöèþ íà
êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåùåíèÿì íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàá-
íûõ óðîâíÿõ ïðîñòðàíñòâà:

X( X ( X ( E X ( E X ( Et t t t t, , , , ... , ..t) t) t) t) t)w
w� � � � � �0 1 2

2 . .

Êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ íà ìåãàóðîâíÿõ èñêëþ÷åíû, çíà÷åíèÿ âñåõ
êîìïîíåíò X X0 1, ... ïðèíàäëåæàò ê âåùåñòâåííîìó ìàñøòàáíîìó
óðîâíþ. Çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû X0 îò t ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñò-
âåííîé. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå âðåìåíè íà âåùåñòâåííîì ìàñ-
øòàáíîì óðîâíå ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ òàêæå íà âåùåñòâåííîì ìàñ-
øòàáíîì óðîâíå. Â ôàêòå çàâèñèìîñòè îñòàëüíûõ êîìïîíåíò îò t
òàêæå íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî. Ýòè çàâèñèìîñòè îïèñûâàþò ðîëü t
êàê ïàðàìåòðà, ëèáî îïèñûâàþò ìèêðîñìåùåíèÿ, êîòîðûå ðåàëèçó-
þòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t. Íàïðèìåð, X( Et t,t) � �3 . Çàâèñèìîñòü
êîìïîíåíò X X1 2, ... îò t îçíà÷àåò èçìåíåíèå ìèêðîñìåùåíèé ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè íà ìèêðîóðîâíå.

Òåïåðü ãëàâíûé âîïðîñ — ÷òî îçíà÷àåò âîçìîæíàÿ çàâèñèìîñòü
êîìïîíåíòû X0 îò t. Âåëè÷èíà X0 — ïåðåìåííàÿ âåùåñòâåííîãî
óðîâíÿ, t � �t1 E — ïåðåìåííàÿ ìèêðîóðîâíÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü

X(t t t,t) � � � �3 4 1. (12)

Ïóñòü t t t� � � �0 0 1 11 1; , , èëè t � E — òî÷êà ãîðèçîíòà. Ðàâåíñòâî
(12) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ÷àñòèöà ïîëó÷àåò ñìåùåíèå,
ðàâíîå 4, çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ìèêðîâðåìåíè îò 0 äî Å. Äëÿ íàáëþäàòå-
ëÿ, êîòîðûé ñïîñîáåí âîñïðèíèìàòü òîëüêî âåùåñòâåííûé óðîâåíü
ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, äàííîå äâèæåíèå âûãëÿäèò êàê ìãíîâåííîå
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ïåðåìåùåíèå òåëà íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 4 åäèíèöàì. Ðàññìîòðåííûé
âûøå àïïàðàò ïîçâîëÿåò äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ïîäîáíûõ ÿâëåíèé,
åñëè â ýòîì âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü.

4. Ðîëü áîêîâûõ êîìïîíåíò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà.
Ýôôåêò îäíîâðåìåííîãî ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòèöû
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

Êàê è ïðåæäå, îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì äâèæåíèåì ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè. Åå ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà

Z j j jN N� � � �X X X1 1 2 2 ...

çàâèñèò îò âðåìåíè

Q � � � �T T T1 1 2 2j j jN N. . . ,
ò.å.

Z Z� (Q).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñâîäèòñÿ ê N ôóíêöèÿì îò N íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ

X T T

X T

1 1 1

1

�

�

F

F

N

N N

( ,... ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ,... ).TN

(13)

Ðàçìåðíîñòü N íè÷åì íå îãðàíè÷åíà. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç óêàçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò ïðîáåãàòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ìàñøòàá-
íûõ óðîâíåé íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ âîçìîæ-
íûõ äâèæåíèé (13) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèì.

Ðîëü áîêîâîé êîìïîíåíòû âðåìåíè. Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî îäíà áîêîâàÿ êîìïîíåíòà âðåìåíè.
Áîêîâûå êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà â ðàñ÷åò ïðèíèìàòü ïîêà íå
áóäåì.

Èòàê, ïóñòü N F F F� ( (2 1 2; , X
X X

�
�1 2

2
— ìàãèñòðàëüíàÿ

ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, à T T1 2, — êîìïîíåíòû äâóìåðíîãî
âðåìåíè Q:

Q � �

� � � � �

T T1 1 2 2

1 2 1
2

1 2
2

2 1 21 0

j j

j j j j j j j j; ; , .

Îòñþäà ìàãèñòðàëüíàÿ T è áîêîâàÿ êîìïîíåíòà âðåìåíè # ðàâíû:

T T
T T T T

� # � � � #

� � �

� �1 2 1 2

1 2
2

2 2

1

, ; ,

; .

Q j

j j j j
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ:

X T� #F( , ). (14)

Ôóíêöèÿ îïèñûâàåò èçìåíåíèå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè T. Âñå ñîñòîÿíèÿ ïî áîêîâîé êîìïîíåíòå âðåìåíè # ìîæíî
ñ÷èòàòü (êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå) àêòóàëüíî çàäàííûìè. Çàôèê-
ñèðóåì íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè T è ïîñòðîèì ãðàôèê X êàê
ôóíêöèè îò #. Ìû äîëæíû ïðèçíàòü, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé äàííîé
ôóíêöèè — ýòî îáëàñòü, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé èçó÷àåìàÿ ÷àñòèöà
ïðèñóòñòâóåò îäíîâðåìåííî. Âñå ñäåëàííûå ïîñòðîåíèÿ ïðèâîäÿò ê
ýòîìó âûâîäó, êàêèì áû íåîáû÷íûì îí íè êàçàëñÿ. Íî ÷òî çíà÷èò
íåîáû÷íûì? Çäåñü ìû ïðèøëè ê òàêîìó âûâîäó, ðàññìàòðèâàÿ ïðî-
öåññ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ìèêðîóðîâíå. Óñëîâíî ãîâî-
ðÿ, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìåëà ðàçìåð ñóùåñòâåííîãî ÷èñëà è äâèæå-
íèå åå ðàññìàòðèâàëîñü âíóòðè îáëàñòè, êîòîðàÿ â àðõèìåäîâîì àíà-
ëèçå íàçûâàëàñü òî÷êîé (ò.å. âíóòðè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà). Ïðè
ýòîì «ìîìåíòû» íåàðõèìåäîâà âðåìåíè íàõîäèëèñü âíóòðè îáëàñòè,
êîòîðîé â àðõèìåäîâîì àíàëèçå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî tâåù . Ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëàñòè ìà-
ëûõ ìàñøòàáîâ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè èçó÷àþòñÿ ìåòîäàìè êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè. À â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðåäñòàâëåíèå îá îäíîâðå-
ìåííîì ïðåáûâàíèè ÷àñòèö â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì. Óêàçàííûõ äâóõ ïîñûëîê âïîëíå äîñ-
òàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ðîëè áîêîâûõ êîìïî-
íåíò âðåìåíè.

Íà ýòîì ïóòè ñðàçó ìîæíî ñäåëàòü îäíî îáîáùåíèå. Èñõîäíûå
ïîñûëêè áûëè òàêîâû, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé # â (14) ìîãóò áûòü
òîëüêî áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Òî÷íî òàêæå è èçìåíåíèÿ
êîîðäèíàòû X ïðè èçìåíåíèè # äîëæíû áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè.
Èìåííî ýòè äâà óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò ìåñòî èññëåäóåìîé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè âíóòðè îáðàçîâàíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè. Óêàçàííûå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî â ãèïåðêîìïëåêñ-
íîì ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû âñåãäà äîëæíû íàõîäèòüñÿ â
îêðåñòíîñòè ìàãèñòðàëüíûõ ïðÿìûõ 4T è 4X. Íè÷òî, îäíàêî, íå ìå-
øàåò íàì ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå è ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ ñèòóà-
öèþ, êîãäà íà ìàëîñòü êîìïîíåíòû | |# è ìàëîñòü èçìåíåíèÿ | |X íèêà-
êèõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Èòàê, âåðíåìñÿ ê (14) è ïîñòðîèì ãðàôèê X êàê ôóíêöèè áîêî-
âîé êîìïîíåíòû âðåìåíè # ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîìåíòå ìàãèñò-
ðàëüíîé êîìïîíåíòû T. Çíà÷åíèÿ äàííîé ôóíêöèè óêàçûâàþò íà
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà â îäèí è òîò æå
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ìîìåíò âðåìåíè T. Çäåñü âîçìîæåí øèðîêèé äèàïàçîí ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèé — îò ñîñòîÿíèÿ âåçäåñóùíîñòè äî ïîëíîñòüþ ëîêàëèçî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ
îäíîâðåìåííî âî âñåõ òî÷êàõ îñè 4X. Íàïðèìåð, åñëè (ðèñ. 11.1)

X(T ) tg
T

, , | | .# � � # # �g
2

2 2

p
(15)

Âî âòîðîì ñëó÷àå — òîëüêî â îä-
íîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðè-
ìåð, ïðè

X const
T� �#� �g

g
2

2
0 1, , . (16)

(Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåçäå ñäå-
ëàí ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïå-
ðåìåííûì, ðèñ. 11.2.) Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå êîîðäèíàòà X îò áîêî-
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âîé êîìïîíåíòû âðåìåíè # íå çàâèñèò. Ïîýòîìó ãðàôèê (16) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè 4#. Ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè T ëåâûé êîíåö îòðåçêà ( )# � 0 äâèæåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó
çàêîíó âäîëü îñè 4X. Ïðè ýòîì âåñü îòðåçîê ñëåäóåò çà äàííîé òî÷-
êîé áåç îòñòàâàíèÿ, ò.å. ïåðåìåùàåòñÿ, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ ñòðîãî
ïàðàëëåëüíûì îñè 4#. Íåòðóäíî âîîáðàçèòü íåêîòîðóþ èíåðöèþ â
äâèæåíèè äàííîãî îòðåçêà. Òîãäà, íàïðèìåð, ïîëó÷èì (ðèñ. 11.3)

X(T ) T) tg, ( , ,# � � # � � # �F a 0 1 (17)

ãäå tga èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñêîðîñòü d dX T/ . Ïóñòü ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ d dX T/ è

tg
X

T
a � �d

d
0.

Ñîãëàñíî (17), ÷àñòèöà äâèæåòñÿ òàê, ÷òî çà íåé òÿíåòñÿ øëåéô åå
ïðåæíèõ ïîëîæåíèé. Ïðè÷åì ÷àñòèöà ïðèñóòñòâóåò â êàæäîé òî÷êå
óêàçàííîãî øëåéôà, ò.å. â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî èíòåðâàëà

F F
d

d
( (T) X T)

X

T
� � � . (18)

Äàííóþ ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äâèæåíèå ÷àñòèöû, î
êîòîðîì ìîæíî ñóäèòü òîëüêî ïî ôîòîñíèìêàì, ñäåëàííûì ñ áîëü-
øîé âûäåðæêîé. Íà êàæäîì ñíèìêå âèäíà íå îòäåëüíàÿ ÷àñòèöà, à
îòðåçîê (18) (ñìàçàííîå èçîáðàæåíèå). Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì ñêî-
ðîñòè ñòåïåíü íåëîêàëèçîâàííîñòè ÷àñòèöû (äëèíà îòðåçêà (18)) óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Çäåñü îòêðûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïîëå äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ïîñòðîåíèé.

Âåðîÿòíîñòíàÿ òðàêòîâêà ýôôåêòà îäíîâðåìåííîãî ïðèñóòñòâèÿ
÷àñòèöû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ìû ñìîòðèì íà ìèð
ñî ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ, êîòîðóþ äàåò êëàññè÷åñêèé àíàëèç, òî è
òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñîáûòèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â ýòîì ìèðå,
ìû ñòðîèì ñ òîé æå ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñàìà âåðîÿò-
íîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî èç èíòåðâàëà [0, 1], ïðèíàäëåæàùåãî
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåàðõèìåäîâó àíàëèçó,
óâåëè÷èâ òåì ñàìûì ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü íàøèõ íàáëþäåíèé.
Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü è òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Òåïåðü âåðîÿòíîñòü áóäåò èçìåðÿòüñÿ ÷èñëîì èç
èíòåðâàëà [0, 1], ïðèíàäëåæàùåãî óæå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. (Íà-
ïðèìåð, âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü ðàâíà íå òîëüêî 0 èëè 0,5, íî è
E E; ,05 2� è ò.ä.) Òàêóþ òåîðèþ ìîæíî ðàçâèòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî
è êëàññè÷åñêóþ (ò.å. àðõèìåäîâó) òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé.
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Âåðíåìñÿ ê çàêîíó äâèæåíèÿ (15). Ïðè èçìåíåíèè áîêîâîé êîì-
ïîíåíòû âðåìåíè # îò �p / 2 äî p / 2 ôóíêöèÿ (15) ïðîáåãàåò âñþ îñü
4X. Çíà÷èò, ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ âåçäåñóùåé. Ïðè óâåëè÷åíèè T îáëàñòü
ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòèöû íå ìåíÿåòñÿ. Ïî-ïðåæíåìó ÷àñòèöà ïðèñóòñò-
âóåò âî âñåõ òî÷êàõ îñè 4X. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ìà-
ãèñòðàëüíîå âðåìÿ T íèêàêîé ðîëè íå èãðàåò? Êîíå÷íî, íåò. Ôóíê-
öèÿ (16) çàâèñèò îò ìàãèñòðàëüíîãî âðåìåíè ñóùåñòâåííî. Òðåáóåòñÿ
òîëüêî äàòü èíòåðïðåòàöèþ ýòîé çàâèñèìîñòè.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî òî÷êè â êîòîðûõ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ îäíî-
âðåìåííî, âñå æå êàê-òî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ïîíÿòü ýòî ðàç-
ëè÷èå ìîæíî, ïðèáåãíóâ ê ñëåäóþùåìó ïðèåìó. Çàôèêñèðóåì ìî-
ìåíò ìàãèñòðàëüíîãî âðåìåíè T � 0 è ðàññìîòðèì áîêîâóþ êîìïî-
íåíòó âðåìåíè # èìåííî êàê òåêóùåå âðåìÿ. Ïóñòü â çàêîíå (15) #
óâåëè÷èâàåòñÿ («òå÷åò») îò 0 äî p / 2, îñòàâàÿñü ìåíüøå, ÷åì p / 2. Òî-
ãäà íàøà ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ (âî âðåìåíè #) èç òî÷êè X � 0 â îá-
ëàñòü âñå áîëüøèõ çíà÷åíèé X. Ðàçîáüåì ïîëóîñü X � 0 íà îäèíàêî-
âûå èíòåðâàëû äëèíîé DX. ×àñòèöà áóäåò ïðîõîäèòü èõ ñ ðàçíûìè
ñêîðîñòÿìè. ×åì äàëüøå èíòåðâàë îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òåì ìåíüøåå
âðåìÿ ÷àñòèöà ïðåáûâàåò â íåì. Äàííîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ìîæåò
áûòü ïðèíÿòî çà ìåðó íåñèììåòðèè òî÷åê îñè â ñìûñëå îäíîâðåìåí-
íîãî ïðåáûâàíèÿ â íèõ èññëåäóåìîé ÷àñòèöû.

Çäåñü ñàìà ñîáîé íàïðàøèâàåòñÿ èäåÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåð-
ïðåòàöèåé ôóíêöèè Y â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è äàòü âåðîÿòíîñòíóþ
òðàêòîâêó ôàêòà îäíîâðåìåííîãî ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â èíòåðâàëå DX
ìîæíî îáúÿâèòü (ïîñëå íîðìèðîâêè) âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ ÷àñ-
òèöû â èíòåðâàë DX. Ïðîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê íå
ïðåäñòàâëÿåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå îòâëåêàòüñÿ íà
íåñóùåñòâåííûå äåòàëè, äîïóñòèì, ÷òî áîêîâîå âðåìÿ # ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ îò 0 äî #* è ôóíêöèÿ F( , )T # ïðè ýòîì ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
îò 0 äî X*. Îáðàçóåì îáðàòíóþ ôóíêöèþ

# � F( ,T X).

Ïóñòü X0 — íåêîòîðîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû X. Ïîëîæèì ïî îïðåäå-
ëåíèþ, ÷òî

P X T) T X( , ( , )
*

0 01�
#

F .

Ôóíêöèþ Ð X T)( ,0 íàçîâåì âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìå-
íè T ÷àñòèöà ïîïàäàåò â èíòåðâàë 0 0� �X X . (Ìîæíî ïðèâåñòè
îáîñíîâàíèÿ äëÿ òàêîãî íàçâàíèÿ.) Óêàçàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëíî-
ñòüþ ñíèìàåò ïðîáëåìó «îäíîâðåìåííîñòè».
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Ìîæíî, ïðàâäà, ñêàçàòü è ïî-äðóãîìó: òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðè-
äàåò ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè íîâîå ïîíèìàíèå — èìåííî ïîíèìàíèå
òîãî, ÷òî, íàïðèìåð, ñ íåêîòîðûì ñóáúåêòîì «îäíîâðåìåííî» ìîæåò
ñîâåðøàòüñÿ öåïü íåñîâìåñòèìûõ ìåæäó ñîáîþ ñîáûòèé. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåííî òàêîå ïîíèìàíèå âåðîÿòíîñòè (êîíå÷íî,
â äðóãèõ îáðàçàõ) ñòîèò çà âûñêàçûâàíèÿìè òèïà «Â ÷óæèõ ñóäüáàõ
ìîæíî ïðî÷èòàòü ñâîþ ñóäüáó» èëè çà èçâåñòíûìè ñòðîêàìè Äæîíà
Äîííà.

Ðîëü áîêîâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò. Îãðàíè÷èìñÿ îäíî-
ìåðíûì äâèæåíèåì ÷àñòèöû è ñëó÷àåì, êîãäà âñòóïàåò â äåéñòâèå
òîëüêî îäíà áîêîâàÿ êîìïîíåíòà ñìåùåíèÿ è âðåìåíè. Òîãäà

Z F Z j j j j� � � � �( , ,Q) QX X T T1 1 2 2 1 1 2 2
èëè

X T T

X T T
1 1 1 2

2 2 1 2

�
�

F

F

( , ),

( , ).
(19)

Ìàãèñòðàëüíàÿ è áîêîâàÿ êîìïîíåíòû âðåìåíè è ïðîñòðàíñò-
âåííîé ïåðåìåííîé ðàâíû

T

X

T T T T

X X X X

� # �

� �

� �

� �

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

2 2

, ,

, .æ

Ïîýòîìó âìåñòî (19) ìîæíî çàïèñàòü

X T

T

� #
� #

F

Y

( , ),

( , ).æ

(20)

Ñîîòíîøåíèÿ (20), õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì âàðèàíòîì îáùåãî ñëó-
÷àÿ (13), òåì íå ìåíåå ñîäåðæàò äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âîç-
ìîæíîñòåé. Äëÿ èõ êëàññèôèêàöèè íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå
ïðèíöèïû. Ýòè ïðèíöèïû ìîãóò äèêòîâàòüñÿ íàøèìè ïðåäñòàâëå-
íèÿìè î òîì, êàêèå èìåííî ïðîöåññû ðåàëüíî âîçìîæíû, à êàêèå
âîçìîæíû òîëüêî òåîðåòè÷åñêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûì íàáëþ-
äåíèÿì äîñòóïíû òîëüêî ìàãèñòðàëüíûå êîìïîíåíòû âðåìåíè è ñìå-
ùåíèÿ. Áîêîâûå êîìïîíåíòû íåïîñðåäñòâåííûì íàáëþäåíèÿì íå-
äîñòóïíû, íî ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû ïî êîñâåííûì ïðèçíàêàì.

Åñëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ òàêîâû,
÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðâóþ ôóíêöèþ â (20), òî íåîáõîäèìîñòè â
îïðåäåëåíèè âòîðîé ôóíêöèè íå âîçíèêàåò. Êàêîé ñìûñë çàíèìàòü-
ñÿ íåíàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè, åñëè áåç íèõ ìîæíî îáîéòèñü?
Íî âïîëíå âîçìîæíà è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà áîêîâûå êîìïîíåíòû
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æ è # äîëæíû ôèãóðèðîâàòü â ñàìèõ çàêîíàõ äâèæåíèÿ. Òîãäà ìû íå
ìîæåì ïîëó÷èòü ïåðâîå ðàâåíñòâî (20), íå àíàëèçèðóÿ âòîðîãî. Ýòî
ìîæíî ïîêàçàòü íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé íàì óäàëîñü óñòà-
íîâèòü, ÷òî îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äâèæåíèÿ, êîòîðûå îïè-
ñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè. Òîãäà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (5) § 50 èìååì

X T X T1 1 1 2 2 2� �F F( ), ( ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

X
T T

T T

�
� # � � #

� # � � #�

F F

F F

1 2

1 2

2

2

( ) ( )

( ) ( )

,

.æ

Îòñþäà
-

-

-

-#

-

-#

-

-
� �X

T

X

T

æ æ

, .

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèåì àíàëèòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ òåñíàÿ
ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè èçìåíåíèÿ ìàãèñòðàëüíîé è áîêîâîé êîì-
ïîíåíò ñìåùåíèÿ. Ïîäîáíûå è äðóãèå áîëåå îáùèå ñâÿçè ìîãóò ñëå-
äîâàòü òàêæå èç äðóãèõ ïðèíöèïîâ, êîòîðûå óïðàâëÿþò ïîâåäåíèåì
÷àñòèö íà ìèêðîìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ òàêæå íå-
îáõîäèìî ó÷èòûâàòü áîêîâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåùåíèÿ.
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Îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé íåàðõèìåäîâà àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ êðóã çàäà÷,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè êëàññè÷åñêîãî àíà-
ëèçà íåäîñòàòî÷íî. Ïðåæäå âñåãî, ýòî çàäà÷è èçìåðåíèÿ óãëîâ êàñà-
íèÿ, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ìåõàíèêè ãîð-
íûõ ïîðîä è äð. Íåàðõèìåäîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò èåðàðõèåé
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Ïîýòîìó çäåñü ñàì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
ïðèñïîñîáëåí äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íà ðÿäå
ìàñøòàáíûõ óðîâíåé. Â ìåõàíèêå íàèáîëåå èçâåñòíûìè ïðîöåññàìè
òàêîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè è ïðî-
öåññû äåôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä.

Âîîáùå ïîÿâëåíèå íîâîãî èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèé âñåãäà îò-
êðûâàåò è íîâûå îáëàñòè ïðèëîæåíèé. Âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ
íåàðõèìåäîâà àíàëèçà ê òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè è ìåõàíèêå ãåîìàòå-
ðèàëîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [20–30]. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ
êðàòêèì îïèñàíèåì ìîäåëè ãîðíîé ïîðîäû ñ äâóìÿ ñòðóêòóðíûìè
óðîâíÿìè.

§ 52. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãîðíîé ïîðîäû
ñ äâóìÿ ñòðóêòóðíûìè óðîâíÿìè

Ïóñòü äåôîðìèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè ÎÕ Õ1 2, ãäå
ÎÕ ÎÕ1 2, — íåàðõèìåäîâû ïðÿìûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäà çàíèìà-
åò îïðåäåëåííóþ îáëàñòü íà âåùåñòâåííîì è ïîñëåäóþùèõ ìèêðî-
óðîâíÿõ äàííîé ïëîñêîñòè, ò.å.

X x X x1 1 1 2 2 2� � � � � �x x. . ., ... . (1)

Çäåñü èíäåêñ óêàçûâàåò íà íîìåð ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû.
Èíûìè ñëîâàìè, â (1) è íèæå x x1 2, — ýòî ÷èñëà âåùåñòâåííîãî
óðîâíÿ, à x x1 2, — ÷èñëà ïåðâîãî ìèêðîóðîâíÿ, ò.å. îáà ÷èñëà
x x1 2/ , /E E ïðèíàäëåæàò ê âåùåñòâåííîìó ìàñøòàáíîìó óðîâíþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàñ-
øòàáíûå óðîâíè ñ íîìåðàìè 2, 3… ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïîýòîìó

297

Ã ë à â à 12

Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ



íåâûïèñàííûå àðãóìåíòû âêëþ÷èì â àðãóìåíòû x1 è x2 è áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïåðåõîä íà ìèêðîóðîâíè 2, 3… ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïî íå-
ïðåðûâíîñòè ñ ìèêðîóðîâíÿ 1.

Ïóñòü u — âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Â îäíîìàñøòàáíîé àðõèìåäî-
âîé ïëîñêîñòè âåêòîð u ìîã çàâèñåòü òîëüêî îò äâóõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò âåêòîðà îïðåäåëÿëè òåíçîð
äåôîðìàöèé è ïîâîðîò. Òåïåðü âåêòîð ïåðåìåùåíèé çàâèñèò îò ÷å-
òûðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (è ýòî ïî-ïðåæíåìó â ïëîñêîì
ñëó÷àå):

u u x x� ( , , , )1 2 1 2x x . (2)

Ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x x1 2, îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû ìèê-
ðîäåôîðìàöèé, à ïðîèçâîäíûå ïî x x1 2, — êîìïîíåíòû ìàêðîäå-
ôîðìàöèé. Èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îñòàíîâèìñÿ íà ñà-
ìîì ïðîñòîì, êîãäà ïåðåõîä ñ ìèêðîóðîâíÿ íà âåùåñòâåííûé óðî-
âåíü ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé. Ñîãëàñíî
(2), äåôîðìàöèè ñðåäû íà âåùåñòâåííîì óðîâíå è ïîñëåäóþùèõ
ìèêðîóðîâíÿõ îïèñûâàþòñÿ òåíçîðàìè ñ êîìïîíåíòàìè

eij
i

j

j

i

u

x

u

x
� �




�
�
�



�
�
�

-

-

-

-

1

2
, eij

i

j

j

i

u u
� �




�
�
�



�
�
�

-

-

-

-

1

2 x x
, i j, ,� 1 2.

Èõ ðàçíîñòè (íàðÿäó ñ ðàçíîñòüþ ïîâîðîòîâ) äàþò îïèñàíèå êèíåìà-
òèêè ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íà ñòûêå ðàçíûõ óðîâíåé.

Âîïðîñ î íàïðÿæåíèÿõ ãîðàçäî ñëîæíåå. Ðÿä òðóäíîñòåé óäàåòñÿ
ñíÿòü, åñëè âìåñòî òåíçîðà íàïðÿæåíèé ââåñòè ôóíêöèþ, èìåþùóþ
ñìûñë âåêòîðà âíóòðåííèõ óñèëèé.

Ïðîöåäóðó ââåäåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ìîæíî ïîÿñíèòü, ðàññìàò-
ðèâàÿ äåôîðìèðîâàíèå â îáû÷-
íîé àðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü íåêîòîðîå òåëî äå-
ôîðìèðóåòñÿ â ïëîñêîñòè Ox x1 2
(ðèñ. 12.1). Çàôèêñèðóåì òî÷êó
O, ïðèíàäëåæàùóþ òåëó, è ñî-
åäèíèì åå ñ òî÷êîé A ïðîèç-
âîëüíîé êðèâîé OBA, òàêæå
ïðèíàäëåæàùåé òåëó. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç f f f� { , }1 2 óñèëèå, êî-
òîðîå äåéñòâóåò íà êîíòóð OBA
ñî ñòîðîíû íîðìàëè, ïîêàçàí-
íîé íà ðèñ. 12.1. Åñëè âçÿòü äðó-
ãîé êîíòóð OB A� , òî óñèëèå
áóäåò òàêèì æå. (Íàãðóæåíèå
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ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì, ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò.) Òàêèì îá-
ðàçîì, ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò òî÷êè A. Ñâÿçü ôóíê-
öèè f ñ íàïðÿæåíèÿìè äàåòñÿ ôîðìóëàìè

s11
1

2

�
-

-

f

x
, s12

2

2

�
-

-

f

x
, s21

1

1

� �
-

-

f

x
, s22

2

1

� �
-

-

f

x
. (3)

Óñëîâèå ïàðíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

div f
f

x

f

x
� � �

-

-

-

-
1

1

2

2

0. (4)

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ïîñòðîåíèÿõ âåêòîð f ìîæåò çàìåíèòü òåíçîð
íàïðÿæåíèé. Ïðè ýòîì äâà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî íà-
ïðÿæåíèé ïåðåõîäÿò â îäíî óðàâíåíèå (4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò êîì-
ïîíåíòû íàïðÿæåíèé ñ êîìïîíåíòàìè äåôîðìàöèé. Ñäåëàåì çàìå-
íó (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðîâ u è f . Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ òàêàÿ
ñèñòåìà áîëåå óäîáíàÿ è åñòåñòâåííàÿ, ÷åì òà, êîòîðàÿ îáû÷íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ, ò.å. ñèñòåìà èç ïÿòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèé
è íàïðÿæåíèé: äâà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëþñ òðè îïðåäåëÿþùèõ
óðàâíåíèÿ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
ïàòîëîãè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìàëüíî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïÿòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, îäíàêî
ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ òîëüêî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (â óïðóãî-
ñòè — ê áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
Ýðè). Äàëåå, óñëîâèÿ Êîøè äëÿ òàêîé ñèñòåìû âñåãäà áóäóò çàâèñè-
ìûìè ìåæäó ñîáîé è ò.ä. [16, 26]. Ñèñòåìà æå îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ u è f îò óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ ñâîáîäíà. Ñëåäóåò òàêæå îò-
ìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîÿâëÿåòñÿ â ôîðìóëàõ
Êîëîñîâà — Ìóñõåëèøâèëè. Ïðè÷åì ÿñíî âèäíà ðàâíîïðàâíîñòü
âåêòîðîâ u è f : ñòðóêòóðà ôîðìóë îòíîñèòåëüíî u i u1 2� � è f i f1 2� �
îäèíàêîâà [132].

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íåàðõèìåäîâîé ïëîñêîñòè (1). Çäåñü ôóíê-
öèÿ f çàâèñèò îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ: f f x x1 1 1 2 1 2� ( , , , )x x , f2 =
� f x x2 1 2 1 2( , , , )x x . Åå ïðîèçâîäíûå ïî x x1 2, — ýòî íàïðÿæåíèÿ (3) âå-
ùåñòâåííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ, ïðîèçâîäíûå ïî x x1 2, — íàïðÿ-
æåíèÿ ìèêðîóðîâíÿ

t
f

11
1

2

�
-

-x
, t

f
12

2

2

�
-

-x
, t

f
21

1

1

� �
-

-x
, t

f
22

2

1

� �
-

-x
.
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóþò óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè íàïðÿæåíèé, êîòî-
ðûå ïîëó÷èòü äðóãèì ñïîñîáîì
áûëî áû âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî:

-

-

-

-
�

t

x

11

2

11

2

s

x
,

-

-

-

-
�

t

x

12

2

12

2

s

x
,

-

-

-

-
�

t

x

21

1

21

1

s

x
,

-

-

-

-
�

t

x

22

1

22

1

s

x
.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëÿþùèì óðàâ-
íåíèÿì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ èõ
ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìî ïðè-
âëå÷åíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ, ãèïîòåç î ìåõàíèçìå äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ñðåäû è ò.ä. Áóäåì èñ-

õîäèòü èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè ãîðíîé ïîðîäû [9–11, 16].
Ïóñòü ýôôåêòèâíàÿ ðåãóëÿðíàÿ óïàêîâêà íåñóùèõ çåðåí îðèåí-

òèðîâàíà âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé (ðèñ. 12.2). Â íåàðõèìåäîâîé
ïëîñêîñòè (1) ïðîèçâîäíûì ïî êîîðäèíàòàì x x1 2, ñîîòâåòñòâóþò îñ-
ðåäíåííûå äåôîðìàöèè, âçÿòûå íà áàçå, îòíîñÿùåéñÿ ê öåíòðàì ÷àñ-
òèö. Ïðîèçâîäíûì ïî ïåðåìåííûì x x1 2, ñîîòâåòñòâóþò äåôîðìàöèè
ñàìèõ ÷àñòèö (ìèêðîäåôîðìàöèè). Ðàçëè÷èÿ â äàííûõ ïðîèçâîäíûõ
îïèñûâàþò ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà êîíòàêòàõ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Âëèÿíèåì ïî-
ðîâîé ñðåäû ïðåíåáðåæåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî tij ij� s , èëè

-

-

-

-
�

f f

x

i

j

i

jx
. (5)

Íåò áîëüøîãî ñìûñëà ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü äåôîðìàöèé è
íàïðÿæåíèé â ïðåäåëàõ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Â [16] èñïîëüçóþòñÿ îñ-
ðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèö è ïðåäïîëîæåíèå îá èõ óïðóãîì
ïîâåäåíèè. Ñ ó÷åòîì (3), (5) çàêîí Ãóêà äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

-

-

� -

-

-

-

-

-

� � � � �
u v f x x f

u

e
v1

1
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1 1 2
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0 0

2x m x m x

( , , , )
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m x
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m x

x x

2
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1
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� �
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e

e

f f
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,

� �
-

-

1 2

2m x

f
,

(6)

ãäå n m, — óïðóãèå ïîñòîÿííûå.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó îá óðàâíåíèÿõ äëÿ îïèñàíèÿ ïå-
ðåõîäà ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé. Ðàññìîòðèì ôîð-
ìó òèïè÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü
u u X u x� �( ) ( ,x) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò íåàðõèìåäîâîé
ïåðåìåííîé è r — èçâåñòíûé àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûé ðàçìåð,
êîòîðûé óïðàâëÿåò ïåðåõîäîì ñ îäíîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ íà äðó-
ãîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçðûâ â òî÷êå X x� � r èçâåñòåí:

u x u x R( , ) ( ,� � �r r)0 . (7)

Èç (7) çàêëþ÷àåì, ÷òî

u x u x d R
u x

( , ) ( , )
( ,

� � � �
-

-+r x
x)

x

r

0 0
0

. (8)

Ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü çàäàíà êàê ôóíêöèÿ îò èñêîìûõ ïåðåìåí-
íûõ è êîîðäèíàò. Ïîýòîìó (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå â áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ ðàçíîñòÿõ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (8) ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì ïðè r 	 0. Äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ óæå ê
äèôôåðåíöèàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé - -u x x( , ) /0 .

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîñêàëüçûâàíèé ìåæäó çåðíàìè
èìåþò âèä
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� �
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x x
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G

f x x

x
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1 1
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1 0 0

x x
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1
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1

1G

f

x
,

(9)

ãäå G G1 2, — ïëàñòè÷åñêèå ìîäóëè. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ êîíñòàòè-
ðóþò îòñóòñòâèå äèëàòàíñèè, ïîñëåäíèå äâà — îïèñûâàþò íåçàâèñè-
ìûå ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà êîíòàêòàõ èç ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ (ñì.
ðèñ. 12.2).

Ïîäâåäåì èòîã. Ïîëó÷åíà ñèñòåìà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îäíî
óðàâíåíèå âèäà (4), ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (5), òðè óðàâíåíèÿ (6) è ÷åòû-
ðå óðàâíåíèÿ (9), ò.å. ïîëó÷åíî 12 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé f u ii i, , ,� 1 2. Ñèñòåìà, òåì íå ìåíåå, ïåðåîï-
ðåäåëåííîé íå ÿâëÿåòñÿ. Âñå äåëî â òîì, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé çà-
âèñèò íå îò äâóõ, à îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ: f f x xi i� ( , , , )1 2 1 2x x ,
u u x xi i� ( , , , )1 2 1 2x x . Ïðèðîäà «äîïîëíèòåëüíûõ» óðàâíåíèé ñâÿçàíà
èìåííî ñ íîâûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â íåàðõèìåäîâîì ñëó÷àå. Ýòó ñèòóàöèþ ïðîùå âñåãî ïîÿñ-
íèòü íà ñàìîì ïðîñòîì ïðèìåðå ëèíåéíî-óïðóãîãî òèïà.
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Ïóñòü òåëî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-óïðóãèì è íà âåùåñòâåííîì ìàñ-
øòàáíîì óðîâíå. Ýòîò ôàêò îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè îò-
íîñèòåëüíî u u f f1 2 1 2, , , . Ïóñòü, êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìå-
ñòî íåïðåðûâíîñòü ìåæäó âåùåñòâåííûì è ïåðâûì ìèêðîóðîâíåì.
Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ôàêòà òðåáóåòñÿ óæå âîñåìü óðàâíåíèé:

-

-

-

-

-

-

-

-
� �

f x x

x

f u

x

ui

j

i

j

i

j

i

j

( , )
,1 2 1 2x x

x x
. (10)

Ðåøåíèå äàííûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

f f x x u u x xi i i i� � � � � �( , ), ( , )1 1 2 2 1 1 2 2x x x x . (11)

Òàêèì îáðàçîì, âîñåìü óðàâíåíèé (10) ñîäåðæàò òîëüêî òó èí-
ôîðìàöèþ, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ f è u â äåéñòâèòåëüíîñòè çà-
âèñÿò íå îò ÷åòûðåõ, à òîëüêî îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ÷åòûðåì óðàâíåíèÿì óïðóãîñòè îòíîñèòåëü-
íî ÷åòûðåõ ôóíêöèé (11). Êàæäàÿ èç ôóíêöèé çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ñèñòåìà çàìêíóòà, çàäà÷à êîððåêòíà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè ñèòóàöèÿ áóäåò àíàëî-
ãè÷íîé. Â [23, 24, 26, 27, 29] îïèñàíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîé
ìîäåëè è ðåøåí ðÿä çàäà÷ î äåôîðìèðîâàíèè ãîðíîãî ìàññèâà âî-
êðóã âûðàáîòîê.
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Îòìåòèì åùå ðàç ñëåäóþùåå. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç — ýòî èí-
ñòðóìåíò òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Êàê è ëþáîé èíñòðóìåíò,
àíàëèç îáëàäàåò âïîëíå îïðåäåëåííîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ.

Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà (àíàëèçà-1)
îïðåäåëÿåòñÿ Ïåðâîé àêñèîìîé ðàçðåøåíèÿ:

åñëè îòíîñèòåëüíî äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë aèb èçâåñòíî, ÷òî

| |a b� � 1

n
, (1)

ãäå n — ëþáîå ÷èñëî èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà

1 2 3, , ,... ,...n , (2)

òî ÷èñëà a è b ðàçëè÷èòü ìåæäó ñîáîé íåâîçìîæíî: a b� .
Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü òåîðèè ñëåäóþùåãî óðîâíÿ (àíàëèçà-2)

îïðåäåëÿåòñÿ Âòîðîé àêñèîìîé ðàçðåøåíèÿ:
åñëè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë s tè èçâåñòíî, ÷òî

| |s t� � 1

v
, (3)

ãäå v — ëþáîå ÷èñëî èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà òèïà 2

1 2 3 1, , ,... ,... , ,... ,...n vw w � , (4)

òî ÷èñëà s è t ìåæäó ñîáîé íå ðàçëè÷àþòñÿ: s t� .
Ñòåïåíè ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè óêàçàííûõ òåîðèé ìû ïðè-

ïèñûâàëè íîìåðà 1 è 2. Ïðîáëåìà èçìåðåíèÿ âñå «áîëåå îñòðûõ» ðî-
ãîâèäíûõ óãëîâ òðåáóåò ñîçäàíèå òåîðèé ñ ðàçðåøåíèåì 3, 4 è âûøå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîòðåáíîñòü â ñîçäàíèè òåîðèè ñ ðàçðåøåíèåì
2 äèêòîâàëàñü íå òîëüêî ïðîáëåìîé èçìåðåíèÿ ðîãîâèäíûõ óãëîâ, íî
è ðÿäîì çàäà÷, óêàçàííûõ âî ââåäåíèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèé ñ ðàç-
ðåøåíèåì 3, 4… â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå âèäíî íè îäíîé çàäà÷è (çà èñ-
êëþ÷åíèåì «âå÷íîãî ñòèìóëà» — èçìåðåíèÿ ðîãîâèäíûõ óãëîâ).
Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êðàòêèì îïèñàíèåì àëãîðèòìà
ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ òåîðèé.
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èìåþùèõ âñå áîëüøóþ ðàçðåøàþùóþ
ñïîñîáíîñòü: àíàëèç-1, 2, 3…



Î ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà êîðîòêî
ìîæíî ñêàçàòü òàê: ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü «îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé
íàòóðàëüíîãî ðÿäà (2)», ïîíèìàÿ ïîä ýòèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (1)
è (2). Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü
àíàëèçà-2 îïðåäåëÿåòñÿ «äëèíîé ïðîäîëæåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà
(4)», ïîíèìàÿ ïîä ýòèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (3), (4). Ïîýòîìó ïåð-
âûé âîïðîñ, êîòîðûé íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèé
ñëåäóþùåãî óðîâíÿ, ýòî ïðîäîëæåíèå «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà (4). ×ëå-
íû ïðîäîëæåííîãî ðÿäà áóäóò èãðàòü ðîëü íîìåðîâ ïðîäîëæåííûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé îáðàçóþò îáúåêòû, êîòîðûå èãðàþò òó æå ðîëü,
÷òî è âåùåñòâåííûå ÷èñëà â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå. Íà äàííîé îñíî-
âå ìîæíî ñòðîèòü ïîíÿòèÿ ïðåäåëîâ, ðÿäîâ, ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðà-
ëîâ, ò.å. ìîæíî ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñî ñòåïåíüþ ðàçðå-
øåíèÿ 3 è âûøå.

Òàêîâ îáùèé ïëàí. Ïåðåéäåì ê ðåàëèçàöèè ïåðâîé åãî ÷àñòè.

§ 53. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òåîðèé
ñ âûñøèìè ñòåïåíÿìè ðàçðåøåíèÿ

Â äàííûé àëãîðèòì äîëæíû âïèñûâàòüñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
àíàëèçà-1 è àíàëèçà-2. Íåñêîëüêî èçìåíèì ïðèíÿòóþ òåðìèíîëî-
ãèþ, ââåäÿ â íåå óêàçàíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðà òåîðèé. Èçíà-
÷àëüíî çàäàííûé íàòóðàëüíûé ðÿä 1 2 3, , ... íàçîâåì íàòóðàëüíûì ðÿ-
äîì òèïà 1 (áëîê 1, ðèñ. 13.1). Ñîîòâåòñòâóþùèå (àáñîëþòíûå) ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà íàçîâåì ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè òèïà 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè òèïà 1 íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë òèïà 1, çàíóìåðîâàííûå íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè
òèïà 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ïðîñòðàíñòâîì òàêèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (áëîê 2). Äàëüøå âîçìîæíû äâà ïóòè. Íà ïåðâîì ìû
ïåðåõîäèì ê áëîêó 3. Âîçüìåì îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ðàçîáüåì èõ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå óñëî-
âèå: äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn è �rn îòíåñåì ê îäíîìó êëàññó, åñëè
äëÿ ëþáîãî M íàéäåòñÿ òàêîå Ð, ÷òî ïðè n � P áóäåì èìåòü
| | /r rn n� � � 1 M. (×èñëà 8 9, è âñå èíäåêñû ïðèíàäëåæàò ðÿäó 1, 2, 3… .)
Äàííûå ñîâîêóïíîñòè íàçîâåì íåîðäèíàðíûìè âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè òèïà 1. Íà èõ îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü íåîðäèíàðíûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àíàëèç-1 (áëîê 4). Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè ôóíäàìåíòàëüíûìè, òî óêàçàííûå
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èõ ñîâîêóïíîñòè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ïî
Êàíòîðó). Íàçîâåì èõ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè òèïà 1. Íà äàííîé
îñíîâå ñòðîèòñÿ êëàññè÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (àíàëèç-1)
(áëîê 5).

Äðóãîé ïóòü ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò áëîêà 2 ñðàçó ê áëîêó 6. Ýëå-
ìåíòàðíûì ÷èñëîì òèïà 2 íàçîâåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé rn, êîòîðûå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ÷èñëîì ÷ëåíîâ,
ðàâíûì íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó òèïà 1. Îáîçíà÷åíèÿ ñëå-
äóþùèå:

A r nn� � �Lim Lim; ( )w w 2 . (1)
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Äàëåå îáðàçóåì ðÿä

1 2 3 12 2, , ... , ,... ,..., ,...( ) ( )w w m� v , (2)

êîòîðûé íàçîâåì íàòóðàëüíûì ðÿäîì òèïà 2 (áëîê 7, ðèñ. 13.2). Ðå-
çóëüòàòû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè èç äàííîãî ðÿäà íàçî-
âåì ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè òèïà 2. ×èñëîâûì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì, çàíóìåðîâàííûì ÷èñëàìè èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà òèïà 2, áóäåì
òàêæå ïðèïèñûâàòü òèï 2 (áëîê 8). Òåïåðü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîãóò ñîñòîÿòü èç ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë (1) è, â ÷àñòíîñòè, èç ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë òèïà 2. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r òèïà 1 îòîæäåñòâëÿþòñÿ
ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè òèïà 2 ïîñðåäñòâîì ïðîöåäóðû r r	 Lim
ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèÿ Lim r r� .
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Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ñíîâà åñòü äâà ïóòè. Ïåðâûé ïóòü
ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê áëîêó 9. Áåðåì îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Av (| |Av � L äëÿ ëþáîãî v èç (2); L — íåêîòîðîå ÷èñëî èç (2)). Îò-
íîñèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Av è �Av ê îäíîìó êëàññó, åñëè
| | /A Av v� � � 1 G äëÿ ëþáîãî G èç (2) è v � l( )G , l — ÷èñëî èç (2). Äàí-
íûå êëàññû íàçîâåì íåîðäèíàðíûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè òèïà
2. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñëèøêîì øèðîêàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà. Ïîýòîìó
âîïðîñ î ïîñòðîåíèè íà åå îñíîâå íåîðäèíàðíîãî àíàëèçà-2 íå ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ è äàæå íå ñòàâèëñÿ. Ñóçèì äàííóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó,
ïîòðåáîâàâ äîïîëíèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîñòü ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ìíîãîìåðíîé ñèñòåìå âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë òèïà 2, ò.å. ê ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ñóùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç ìíîãîìåðíîé îáëàñòè âûäå-
ëèòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííóþ îäíîìåðíóþ ïîäîáëàñòü. Â ðåçóëüòàòå
ïðèäåì ê íåàðõèìåäîâîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé òèïà 2 (áëîê 10). Íà îñ-
íîâå óêàçàííûõ ñèñòåì ñòðîèòñÿ àíàëèç-2.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê áëîêó 8 (ñì. ðèñ. 13.2). Âòîðîé ïóòü äâèæåíèÿ
îò ýòîãî áëîêà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñðàçó ïåðåéòè ê áëîêó 11.

Ýëåìåíòàðíûì ÷èñëîì òèïà 3 íàçîâåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ÷èñåë òèïà 2 òàêèõ, ÷òî | |A Av v� � � 0
ïðè v � L, ãäå L — íåêîòîðîå ÷èñëî èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà òèïà 2. Äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà A vv � , èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå

w( )3 � Lim v.

Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã â ïðîäîëæåíèè íàòóðàëüíîãî
ðÿäà òèïà 2:

1 2 12 3 3, ,... ,... , ,...( ) ( ) ( )w w w � . (3)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðÿäà (3) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ òàêîãî æå ðîäà, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè ðÿäà (2) (ï. 5 § 3).

Äàëüøå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùèì áëîêàì, êîòîðûå ïîâòîðÿþò
áëîêè 7–11 ñ ïðèáàâëåíèåì åäèíèöû ê íîìåðó òèïà è ò.ä. Â ðåçóëüòà-
òå ìû ïðèõîäèì ê íàòóðàëüíîìó ðÿäó òèïà N:

1 2 12 3, ,... ,... . . ., , ,...( ) ( ) ( ) ( )w w w wN N � (4)

è ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó-N. Çäåñü N — ïðîèç-
âîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òèïà 1.

Òåïåðü âñå ãîòîâî, ÷òîáû ïåðåéòè ê ÷èñëîâûì ñèñòåìàì è òåîðè-
ÿì ñ êà÷åñòâåííî íîâîé ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ. Âîçüìåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (4) áåç îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû N. Îáúåäèíèì (4) ñ äðóãèìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ (4) íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
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ðîãî ôèêñèðîâàííîãî íîìåðà èç (4). Äëÿ äàííîãî êëàññà ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå

w w w w w( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ,... ,... ,... , ,...)æ � �Lim 1 2 11 2 N N .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîé ñìûñë ìîæíî ïðèäàòü ñèìâîëó æ? Ïî
ëîãèêå âåùåé æ — ýòî óêàçàíèå íà òèï, áóëüøèé ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî òèïà ñ íîìåðîì N. Ó íàñ óæå åñòü ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò,
êîòîðûé áîëüøå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, — ýòî ÷èñëî
w w� ( )2 . Êàçàëîñü áû, æ � w ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì îáîçíà÷åíèåì äëÿ
íîâîãî òèïà. Îäíàêî ýòî íå ñîâñåì òàê. Äåëî â òîì, ÷òî âïîëíå ÿñíûé
è êîíêðåòíûé ñìûñë èìåþò ÷èñëà êàê áóëüøèå, ÷åì w, òàê è ìåíü-
øèå w. Íàïðèìåð,

w w ww w� �1 2
10

,... ,... ,... ,...å .

Ñèìâîë æå æ èìååò ïðèðîäó òðàíñôèíèòíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà
[105, 133–135]. Ïîñòðîèòü îáúåêòû ñ íîìåðàìè æ æ� �1 2, ... íå ñî-
ñòàâëÿåò òðóäà. À âîò òèï ñ íîìåðîì æ � 1 è òåì áîëåå ñ íîìåðàìè

æ
æ, å ïðåäñòàâèòü ñåáå íåâîçìîæíî (ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàìêàõ

ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü êîíöåïöèè).
Íåòðóäíî, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî â èäåéíîì ïëàíå ïðîöåäóðà

ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàåò ñ ïðîöåäóðîé
ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êëàññîâ Áýðà ðàçðûâíûõ ôóíêöèé [105, 133].
Â êëàññèôèêàöèè Áýðà ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèè îïðåäåëåííîãî
êëàññà ïîðîæäàåò îäíó ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî êëàññà. Ôóíêöèè ïåð-
âîãî êëàññà çàäàíû. Òàê ïîÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå
êëàññàì k k kN1 2, ... . . . . Ñîâîêóïíîñòü óêàçàííûõ êëàññîâ áåç îãðà-
íè÷åíèÿ N ïîðîæäàåò êëàññ, èíäåêñ êîòîðîãî îáîçíà÷àåòñÿ â [133]
÷åðåç w. Ó íàñ îáîçíà÷åíèå w çàíÿòî, ïîýòîìó âìåñòî w â ñìûñëå
[133] èñïîëüçóåì ñèìâîë æ. Ôóíêöèè êëàññîâ Áýðà k k kN1,� �

æ
ïî-

ðîæäàþò ôóíêöèè ñëåäóþùåãî êëàññà, äëÿ êîòîðîãî áåðåòñÿ îáî-
çíà÷åíèå ( )æ � 1 è ò.ä.

Òî÷íî òàê æå, ðàçâîðà÷èâàÿ íàòóðàëüíûé ðÿä òèïà æ, ìîæíî
ïðèéòè ê ÷èñëó òèïà æ � 1:

w w w w w( ( ) ( ) ( (, ,... ,... , ,...)æ æ æ� � �1) ) )Lim(1 11� N .

Íà îñíîâå äàííîãî ÷èñëà è ïðåäûäóùèõ ÷èñåë ìîæíî ïîñòðîèòü î÷å-
ðåäíîå ïðîäîëæåíèå íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

Â ï. 5 § 3 ðàññìàòðèâàëàñü àíàëîãèÿ ìåæäó «íàòóðàëüíûì» ðÿäîì,
ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ÷èñëà w � Limn, è âòîðûì ÷èñëîâûì êëàññîì
[105, 135]. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ñëåäóþùèõ îòðåçêîâ íàòóðàëüíîãî
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ðÿäà îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñåë òèïà w w w w( ) ( ) ( ), !,3 3 31� � è
äðóãèõ, ïîäîáíûõ èì, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå ïðîöå-
äóðà àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë, ïðè-
íàäëåæàùèõ òðåòüåìó è ïîñëåäóþùèì ÷èñëîâûì êëàññàì [105].

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê íåàðõèìåäîâûì
ïðÿìûì è ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðèÿì ñ ëþáûìè òðàíñôèíèòíûìè
íîìåðàìè. Ñòåïåíü ñëîæíîñòè äàííûõ ïðÿìûõ ïðåâîñõîäèò âñÿêîå
âîîáðàæåíèå. Ïî-âèäèìîìó, îíà ïðåâîñõîäèò è ëþáûå òåîðåòè÷å-
ñêèå, à òåì áîëåå ïðàêòè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè. Ïî êðàéíåé ìåðå, ñåé-
÷àñ íå âèäíî íèêàêèõ ïðåäïîñûëîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà íå òîëüêî äëÿ ïðÿìîé òèïà æ, íî äàæå äëÿ ïðÿìîé òèïà 3 (íå
ñ÷èòàÿ çàäà÷è èçìåðåíèÿ óãëîâ êàñàíèÿ).

§ 54. Îïåðàòîðû êàê èñõîäíûé ìàòåðèàë
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèé ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ðàçðåøåíèÿ

Âûøå ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü òåîðèè ñâÿçûâàëàñü ñ ïîðÿäêî-
âûì òèïîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðûõ
îáðàçóþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó. Ïðîùå ãîâîðÿ, ðàçðå-
øàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ñâÿçûâàëàñü ñ «äëèíîé» íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñî-
îòâåòñòâóþùåãî òèïà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàæäûé øàã â óâåëè-
÷åíèè «äëèíû» íàòóðàëüíîãî ðÿäà — ýòî íå êîëè÷åñòâåííîå, à èìåí-
íî êà÷åñòâåííîå óñëîæíåíèå åãî ïðèðîäû.

Ôàêò êà÷åñòâåííîãî óñëîæíåíèÿ ìîæíî ïîÿñíèòü, åñëè âìåñòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàññìàòðèâàòü èåðàðõèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðû ââîäÿòñÿ êàê íîâûå îáúåêòû, êîòîðûå âûðà-
æàþò îïðåäåëåííûå îòíîøåíèÿ ìåæäó óæå ïîñòðîåííûìè îáúåêòà-
ìè. Â ýòîì ñîñòîèò îäíà èç ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ èäåé âñåé ìàòå-
ìàòèêè. Êîëü ñêîðî ñèñòåìà îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì, òî ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü îòíîøåíèÿ ìåæäó îòíîøåíèÿìè. Ýòî áóäóò îáúåêòû
ñëåäóþùåãî êà÷åñòâåííîãî óðîâíÿ è ò.ä.

Â ðåàëüíîé æèçíè ñèòóàöèÿ â îáùåì òàêàÿ æå. Îá îòíîøåíèÿõ
ìû ãîâîðèì êàê î âïîëíå îïðåäåëåííîì ðåàëüíîì îáúåêòå: îòíîøå-
íèÿ ñòðîÿòñÿ, äàþò òðåùèíó, óêðåïëÿþòñÿ, ðàçðóøàþòñÿ è ò.ä. Ñëîâà
«äðóæáà, ëþáîâü» è äðóãèå ïîäîáíûå èì èìåþò òàêîé æå ñòàòóñ, êàê
èìåíà ñóùåñòâèòåëüíûå, îáîçíà÷àþùèå âïîëíå êîíêðåòíûå ïðåäìå-
òû, íàïðèìåð äåðåâî èëè àâòîðó÷êà.

Îáúåêòû 1, 2, 3… çàäàíû èçíà÷àëüíî, ïðè÷åì çàäàíû â ñâîåì åñ-
òåñòâåííîì ïîðÿäêå. Ôóíêöèè, êîòîðûå ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå ëþáî-
ìó íîìåðó n íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íàçîâåì îïåðàòîðàìè
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ïåðâîãî ðàíãà. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
ìåæäó ôóíêöèÿìè ââåäåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

( )( ) ( ) ( ), ( ) , ( )
( )

( )
f g n f n g n n g n

f

g

f n

g n
� � � � � 0

è ò.ä. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê ââåäåì ñëåäóþùèì óñëîâèåì: f g� , åñëè
f n g n( ) ( )� äëÿ ëþáîãî n.

Èòàê, òåïåðü ó íàñ åñòü íàáîð ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó
ìîæíî ââåñòè îïåðàòîð, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò îòíîøåíèÿ ìåæäó
ôóíêöèÿìè: Hf g� . Ïðèñâîèì òàêîìó îïåðàòîðó ðàíã 2. Ïîä ñóììîé
äâóõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 2 áóäåì ïîíèìàòü îïåðàòîð òîãî æå ðàíãà òà-
êîé, ÷òî

( )H H� � �G f f Gf .

Äðóãèå îïåðàöèè ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèìåì, ÷òî H �G, åñëè
Hf Gf� äëÿ ëþáîé f .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóï-
íîñòü îïåðàòîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Äàëåå ââîäèì îïåðàòîðû, êîòîðûå
ïåðåâîäÿò îïåðàòîðû âòîðîãî ðàíãà â îïåðàòîðû âòîðîãî ðàíãà. Ââî-
äèì òàêæå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Îïåðà-
òîðàì äàííîãî âèäà ïðèñâîèì ðàíã 3. Çàòåì ââîäèì îïåðàòîðû ðàí-
ãà 4 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîäâèíóòüñÿ äî îïåðàòîðîâ
ðàíãà N, ãäå N — ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îòìåòèì îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Ëþáîé îïåðàòîð ðàíãà k ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà áîëåå âûñîêîãî ðàíãà.
Íàïðèìåð, ïîñòîÿííóþ m ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ-êîí-
ñòàíòó f n m( ) ( äëÿ ëþáîãî n. Òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
m. Äàëåå ôóíêöèþ-êîíñòàíòó m ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð,
êîòîðûé ëþáóþ ôóíêöèþ g n( ) ïåðåâåäåò â ôóíêöèþ-êîíñòàíòó m.
Äëÿ îïåðàòîðà îñòàâèì ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå m è ò.ä. Óêàçàííîå ñî-
îòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ââåñòè îïåðàöèè, âêëþ÷àÿ îïåðàöèþ
ñðàâíåíèÿ, ìåæäó îïåðàòîðàìè ðàçíûõ ðàíãîâ.

Òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî, ÷òîáû ïåðåéòè ê îïåðàòîðàì êà÷åñòâåí-
íî íîâîãî ðàíãà. Òàêèå îïåðàòîðû ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðàì
ðàíãà N äðóãèå èëè òå æå ñàìûå îïåðàòîðû ðàíãà m N� . Ãëàâíîå â
ýòîì îïðåäåëåíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî N ìîæåò áûòü ëþáûì èç
íàòóðàëüíîãî ðÿäà 1, 2, 3… . Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê îïåðàòî-
ðàì ñ òðàíñôèíèòíûìè íîìåðàìè. Íà îñíîâå îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íû-
ìè è òðàíñôèíèòíûìè íîìåðàìè ìîæíî ñòðîèòü íåàðõèìåäîâû ÷è-
ñëîâûå ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðèè. ßñíî, ÷òî äàííûå ïî-
ñòðîåíèÿ áóäóò ýêâèâàëåíòíû òåì, êîòîðûå âîçìîæíû ïî ñõåìå,
èçëîæåííîé â § 53.
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Åñòü íåìàëî îñíîâàíèé äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ïðèðîäà ðå-
àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé. Òåîðèÿ äèñêðåò-
íîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ è âîñõîäèò ê
äðåâíåãðå÷åñêèì ôèëîñîôàì [51]. Íåàðõèìåäîâ àíàëèç ïîçâîëÿåò ðàñ-
ñìîòðåòü ìîäåëü êîíòèíóóìà, êîòîðóþ ìîæíî îòíåñòè ê îïðåäåëåííî-
ìó ïðèáëèæåíèþ ñòðóêòóðû äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì (íàïðèìåð, îòðåçîê
[ , ]0 1 ) ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà-2 åñòü ñîáðàíèå ÿäåð è îðåîëîâ âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë îò 0 äî 1. Îòáðîñèì îðåîëû è îñòàâèì òîëüêî ÿäðà âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äàííîå îáðàçîâàíèå — ýòî íå ÷òî èíîå, êàê âå-
ùåñòâåííûé óðîâåíü îòðåçêà [ , ]0 1 íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì
òî÷êè âñåõ ìèêðîóðîâíåé èç äàííîãî îòðåçêà èçúÿòû. Óêàçàííóþ ñî-
âîêóïíîñòü ñïëîøíîé íàçâàòü íåëüçÿ, õîòÿ îíà è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðô-
íîé ñîâîêóïíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îò 0 äî 1. Ïîëó÷åííóþ ñîâî-
êóïíîñòü ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìîäåëè äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îñíîâíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò â íàëè÷èè
ôóíäàìåíòàëüíîé äëèíû r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê íà îò-
ðåçêå [ , ]0 1 áóäåò êîíå÷íûì è ðàâíûì 1/ r. Ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî òî-
÷åê â åäèíè÷íîì îáúåìå ðàâíî 1 3/ r , à ÷èñëî ìãíîâåíèé íà åäèíè÷-
íîì îòðåçêå âðåìåíè — 1/ t (t — ôóíäàìåíòàëüíîå âðåìÿ). Íåàðõè-
ìåäîâ àíàëèç ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Îòëè÷èå ñîñòîèò
òîëüêî â òîì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íå êîíå÷íûì, à àêòóàëüíî
áåñêîíå÷íî áîëüøèì (íî òåì íå ìåíåå íå áåñêîíå÷íûì).

Îñòàíîâèìñÿ íà îáîñíîâàíèè ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü îöåíêó êîëè÷åñòâà ÿäåð âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë íà îòðåçêå íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé [ , ]0 1 .

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî âîïðîñà: ñêîëüêî îòäåëüíûõ ïðåäìåòîâ
íàõîäèòñÿ â çàäàííîé èõ ñîâîêóïíîñòè? Ïîèñê îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ
ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïîíÿòèå íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ðàöèîíàëüíûõ è âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë. Íà ýòîé îñíîâå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç-1.
Äàëåå ñòðîèòñÿ íåàðõèìåäîâà ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà è ìàòåìàòè÷åñêèé
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Çàìå÷àíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

§ 55. Âåùåñòâåííàÿ ðåøåòêà
â íåàðõèìåäîâîì ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè



àíàëèç-2. Òåïåðü ìû õîòèì âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîìó âîïðîñó íà íîâîì
óðîâíå. Ïîïûòàåìñÿ èñïîëüçîâàòü àïïàðàò àíàëèçà-2 äëÿ ïîäñ÷åòà
ñîâîêóïíîñòåé, êîòîðûå, âî-ïåðâûõ, íåëüçÿ íàçâàòü îòäåëüíûìè
ïðåäìåòàìè è, âî-âòîðûõ, íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç ïðåäìåòîâ
íåïîñðåäñòâåííî çàäàí.

Èíñòðóìåíò ïîäñ÷åòà äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñî-
âàííîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü åãî äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷å-
ñòâà îòäåëüíûõ è îïðåäåëåííî çàäàííûõ ïðåäìåòîâ, òî ìû äîëæíû
ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàïðè-
ìåð, ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà íóëåé ó ôóíêöèè

U � � �( , )( , )X X05 0 7

â ðåçóëüòàòå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî 2. Ïî-âèäèìîìó, ñàìûì ïîäõî-
äÿùèì èíñòðóìåíòîì äëÿ íàøåé öåëè ÿâëÿåòñÿ d-ôóíêöèÿ Äèðàêà
[136, 137]. Ðàñïîëàãàÿ ïîíÿòèåì èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà îò ôóíê-
öèè, çàäàííîé íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé, ìîæíî, ñëåäóÿ [136, 137],
ïåðåíåñòè â íåàðõèìåäîâó îáëàñòü ïîíÿòèå îáîáùåííîé ôóíêöèè è,
â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå d-ôóíêöèè. Íåòðóäíî òàêæå äàòü îáîñíîâàíèå
äëÿ ðàññìîòðåííûõ íèæå âûêëàäîê. Óïðîùàÿ ñèòóàöèþ, íåôîðìàëü-
íî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû îò d-ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ïîäñ÷èòàòü
÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàïðèìåð,

d
0

1

0 5 0 7 2+ � � �[( , )( , )]X X Xd .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè âûïîëíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó. Ïóñòü íåàðõèìåäîâà

ïåðåìåííàÿ ïðîáåãàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

X X� � � �õ x, 0 1,

ãäå x st� X — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à x— ïåðåìåííàÿ, ïðîáåãàþ-
ùàÿ çíà÷åíèÿ ïî âñåì ìèêðîóðîâíÿì. Ïîëîæèì F x( ( )X) X� �d .
Çíà÷èò, X � �x 0 â òî÷êàõ X, ñîâïàäàþùèõ ñ ÿäðàìè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë X X� st . Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ àðãóìåíò (X )� õ îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ïîýòîìó âåëè÷èíà èíòåãðàëà

X � �+ d(X X) Xst d
0

1

(1)

äàåò îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Ïîäñ÷åò èíòåãðàëà íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøèõ òðóäíîñòåé. Òàê êàê

X � � �
�
+x d
p

q

x d(x) x, 1,
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òî èíòåãðàë (1) ðàâåí
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�
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� �+ ++
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( , ) ( (p q d d
l l l

p

q

d x) d x) xX X X
0

1

0

1
1 1 1

0

1

+ . (2)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, l p q� � — ýòî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ãîðèçîíòà.
Ñàìî ÷èñëî l ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó ìèêðîóðîâíþ. Íàïðèìåð, âîç-
ìîæíî, ÷òî l � E. Òîãäà

X � w. (3)

Åñëè æå l � 05, E èëè 3E, òî

X � 2
3

w
w

; ,... (4)

è ò.ä. Òî åñòü îäíîçíà÷íîãî îòâåòà èíòåãðàë íå äàåò, íî äàåò «ïîðÿ-
äîê» âåëè÷èíû.

×òî îçíà÷àåò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò? Îí îçíà÷àåò, ÷òî ïîäñ÷åò
÷èñëà òî÷åê ñ ïîìîùüþ àðñåíàëà ñðåäñòâ àíàëèçà-2 ïðèâîäèò ê ðå-
çóëüòàòó (3), (4).

Åãî ìîæíî ïîÿñíèòü òàêèì îáðàçîì. Êàæäîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
çàíèìàåò îïðåäåëåííóþ çîíó íà ñóùåñòâåííîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 2.2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î äèàìåòðå âåùåñòâåííîãî
÷èñëà. ßñíî, ÷òî ïðè ñòåïåíè ðàçðåøåíèÿ 1 äèàìåòð âåùåñòâåííîãî
÷èñëà ðàâåí íóëþ. Òî÷íåå, îí ðàâåí âåùåñòâåííîìó ÷èñëó 0âåù . Ïðè
ðàçðåøåíèè ñòåïåíè 2 äèàìåòð âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ìîæíî îöåíèòü
ëþáûì àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî ìàëûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, ìîæíî óò-
âåðæäàòü, ÷òî äèàìåòð âåùåñòâåííîãî ÷èñëà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
Å. Îòñþäà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ÷èñëî ñàìèõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [ , ]0 1 îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé, ðàâíîé
1/ E � w. Òàêàÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëà (2), (3).

Èòàê, êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [ , ]0 1 ìîæíî
îöåíèòü ëþáûì àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì, íàïðèìåð ÷èñëîì
w. (Îñòàíîâèìñÿ èìåííî íà ýòîé îöåíêå.)

×èñëî w — ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â
êîòîðûé âõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2, 3… . Ïî-
ýòîìó w àññîöèèðóåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñî ñ÷åòíîé ìîùíîñòüþ. Ìîù-
íîñòü æå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë — êîíòèíóóì — áîëüøå,
÷åì ñ÷åòíàÿ. Êàê ñîîòíåñòè ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó ñ ýòèì ôàê-
òîì? Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî w— ýòî íå êîëè÷åñòâåííîå, à òîëüêî
ïîðÿäêîâîå ÷èñëî. Ìîæíî óòâåðæäàòü òîëüêî, ÷òî w áîëüøå, ÷åì
1, 2,... n… è íå áîëåå òîãî. ×èñëî ( )w � 1 òîæå áîëüøå, ÷åì 1, 2, 3…, íî
ìåíüøå, ÷åì w, è ò.ä. Ïîïûòàåìñÿ ïðèäàòü ÷èñëó w íåêîòîðûé êîëè-
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÷åñòâåííûé ñìûñë. Îáðàòèìñÿ îïÿòü ê îïûòó ïåðåñ÷åòà îòäåëüíûõ
ïðåäåëîâ. Ïóñòü èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 1, 2, 3, 4. ×èñëî 4 —
ïîðÿäêîâîå. Åñëè ïðèäàòü ñìûñë ÷èñëó ÷èñåë, ìåíüøèõ 4, òî ýòîò
êîëè÷åñòâåííûé ñìûñë ìîæíî áóäåò ïðèïèñàòü è ïîðÿäêîâîìó ÷èñ-
ëó 4. ßñíî, ÷òî â äàííîì ïîäñ÷åòå ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ðàçíîñòü ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â ïîäñ÷åòå, áûëà íå ìåíüøå, ÷åì 1. Ïî-
ñòóïèì òàê æå è ñ ÷èñëîì w. Ïóñòü a* — ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç
îòðåçêà [0, 1]. Ìû èìååì êîíòèíóóì ÷èñåë a w* , ìåíüøèõ, ÷åì
w a w w: *0 � � . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ïàðà èç óêàçàííûõ ÷èñåë îò-

ëè÷àåòñÿ ìåæäó ñîáîé áîëüøå, ÷åì íà åäèíèöó: åñëè a b* *� , òî

a w b w* *� �1 . Òàêèì îáðàçîì ïîðÿäêîâîìó ÷èñëó w ìîæíî ïðèïè-
ñàòü êîëè÷åñòâåííûé ñìûñë, îöåíèâàþùèé êîíòèíóóì «îòäåëüíûõ»
îáúåêòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà áîëüøå ÷åì íà åäèíèöó. Êî-
íå÷íî, äàííîå ðàññóæäåíèå ñòðîãèì íàçâàòü íåëüçÿ, íî îíî, ïî êðàé-
íåé ìåðå, ïîçâîëÿåò «ïðèìèðèòüñÿ» ñ ïîëó÷åííîé âûøå îöåíêîé.

Ïîëó÷åíèå ñòðîãîãî ðåçóëüòàòà òðóäíîñòåé íå ïðåäñòàâëÿåò. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ôîðìàëèçîâàòü èçëîæåííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ î
äèàìåòðå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà è êîëè÷åñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 55.1. Ñóììó ðàññòîÿíèé äî òî÷åê ãîðèçîíòà l p q� � ,
êîòîðîå ôèãóðèðóåò â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
(1), áóäåì íàçûâàòü äèàìåòðîì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî íàçâàíèÿ ñëóæèò ôîðìóëà (2), ñîãëàñíî
êîòîðîé îáùåå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåç-
êå [ , ]0 1 , ðàâíî 1/ l. Òî÷íåå áûëî áû äàííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàòü
â âèäå îòäåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 55.2. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà (1) áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîì
èëè êîëè÷åñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [ , ]0 1 â ñìûñëå èíòåãðà-

ëà îò d-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 55.1. ×èñëî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [ , ]0 1 â ñìûñëå

èíòåãðàëà îò d-ôóíêöèè ðàâíî 1/ l, ãäå l — äèàìåòð âåùåñòâåííîãî

÷èñëà.

Èòàê, âûøå áûëà ðàññìîòðåíà ðåøåòêà íà îòðåçêå [ , ]0 1. Òåïåðü
ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåòêå íà ïðîñòðàíñòâåííûõ îñÿõ O iiX , , ,� 1 2 3, è
âðåìåííóé îñè OT. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê îïðåäåëåííîé ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîé ðåøåòêå ñ øàãîì l ïî ïðîñòðàíñòâó è øàãîì t ïî
âðåìåíè. Ôîðìóëó (1) íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðîñòðàíñòâåí-
íûé ñëó÷àé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî â åäèíè÷íîì êóáå êîëè÷åñòâî
òî÷åê ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè ðàâíî 1 3/ l , à ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå — 1/ t.
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Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ìîäåëü ñîïîñòàâèìà ñ èçâåñòíûìè êîí-
öåïöèÿìè äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè [51]. Ñëåäóåò ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé â îòëè÷èå
îò äèñêðåòíûõ ðåøåòîê, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà îáû÷íûõ âåùåñòâåí-
íûõ îñÿõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ïàðàìåòðû
ðåøåòêè l è t — ýòî àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ÷èñëà, â òåîðèÿõ
æå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè àíàëîãè÷íûå ïàðàìåòðû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîòÿ è î÷åíü ìàëûå, íî êîíå÷íûå ÷èñëà. Íà-
ñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíî ýòî ðàçëè÷èå? Îïðåäåëåííûé îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ïîäñêàçûâàåòñÿ èäåÿìè ðàáîòû [93]. Èçëîæèì åãî â îòäåëü-
íîì ïàðàãðàôå.

§ 56. Íåàðõèìåäîâ àíàëèç
è ïðîáëåìà «äîãìàòà íàòóðàëüíîãî ðÿäà»

Â 1973 ã. ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ Ï.Ê. Ðàøåâñêîãî «Î äîãìàòå íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà» [93]. Â êà÷åñòâå ýïèãðàôà òàì ïðèâåäåíî âûñêàçûâà-
íèå Êðîíåêåðà: «Öåëûå ÷èñëà ñîçäàë Ãîñïîäü Áîã, âñå îñòàëüíîå —
äåëî ðóê ÷åëîâå÷åñêèõ».

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà

1 2 11 12 10 1 10 223 23, ,..., , ,..., , ,...� �

çàäàíû èçíà÷àëüíî. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà â íàòóðàëüíîì ðÿäå
èìåþò îäèíàêîâûé ñòàòóñ. Íàïðèìåð, ïàðà ÷èñåë 11 12, ÿâëÿåòñÿ ïî
ñòàòóñó òî÷íî òàêîé æå, êàê è ïàðà ÷èñåë 10 123 � è 10 223 � . Îäíàêî
åñëè ãîâîðèòü î ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, òî ëþáîìó ñïåöèàëèñòó â
ýòîé îáëàñòè ÿñíî, ÷òî ñòàòóñ ÷èñåë 10 123 � , 10 223 � ÿâëÿåòñÿ ñîâñåì
íå òàêèì æå, êàê ÷èñåë 11 12, . Îñíîâíàÿ èäåÿ ñòàòüè [93] ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äàííîå ðàçëè÷èå äîëæíî áûòü ââåäåíî è â òåîðåòè÷åñêóþ
ìàòåìàòèêó. Ïî-âèäèìîìó, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñòðîåíèÿ, êî-
òîðûå ñäåëàíû âûøå, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âûïîëíåíû â íàïðàâ-
ëåíèè, óêàçàííîì Ï.Ê. Ðàøåâñêèì.

Âåðíåìñÿ ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó 1023, êîòîðîå îçíà÷àåò ïîðÿäîê
÷èñëà ìîëåêóë ãàçà â çàêðûòîé òðåõëèòðîâîé åìêîñòè. Êàêèì îáðà-
çîì ôèçèê «äîáðàëñÿ» äî ýòîãî ÷èñëà? Åãî ïóòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñåáå òàêèì. Âíà÷àëå áûëî ÷èñëî 1. Íàïðèìåð, èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå
îäíîé ìîëåêóëû ãàçà â çàêðûòîé åìêîñòè. Çàòåì áûëî ÷èñëî 2 — èçó-
÷àëîñü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ìîëåêóë ìåæäó ñîáîé è ñî ñòåíêàìè åìêî-
ñòè. Çàòåì áûëè, ìîæåò áûòü, ÷èñëà 3 è 4. È çàòåì áûë ñîâåðøåí ñêà-
÷îê ñðàçó ê ÷èñëó 1023. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ìû ïåðåøëè ê íîâîé ðåàëüíîñòè. Ðàíüøå ýòî áûëè îòäåëüíûå
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ìîëåêóëû, òåïåðü — ýòî îáúåìû ãàçà â ëèòðàõ. Â ýòîé íîâîé ðåàëüíî-
ñòè ãîâîðèòü î ÷èñëàõ 10 123 � , 10 223 � óæå íåò íèêàêîãî ñìûñëà. Íî
â íîâîé ðåàëüíîñòè âïîëíå îïðåäåëåííûé ñìûñë èìåþò ÷èñëà
05 1023, � , 3 1023� è ò.ä. Òî åñòü ìû âèäèì, ÷òî â íîâîé ðåàëüíîñòè ÷èñ-
ëî 1023 ïðåâðàòèëîñü â ìàñøòàá ýòîé ðåàëüíîñòè.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà èìåþò ìåñòî òàê-
æå è íà íåàðõèìåäîâîé ïðÿìîé. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò òîëü-
êî â òîì, ÷òî âìåñòî ÷èñëà 1023 ìû ââåëè ÷èñëî w.

Âåñü íàêîïëåííûé îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåõîä ê íîâîìó ìàñ-
øòàáó âñåãäà ñîâåðøàåòñÿ ñêà÷êîì. Íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå,
÷òîáû ïåðåõîä îò ÷èñåë 1, 2, 3, … ê ÷èñëó 1023 áûë ñîâåðøåí áåç çíàêà
ïðîáåëà. Õîòÿ ôîðìàëüíî çäåñü ìîæíî áûëî áû îáîéòèñü áåç ïðîáå-
ëà, âûïèñûâàÿ øàã çà øàãîì âñå ÷èñëà îò 1 äî 1023. Â íåàðõèìåäîâîì
àíàëèçå òàêîé âîçìîæíîñòè íåò äàæå ôîðìàëüíî: ðÿä 1, 2, 3, …w âñå-
ãäà äîëæåí ñîäåðæàòü çíàê ïðîáåëà — ìíîãîòî÷èå. Ïðîáëåìà îïèñà-
íèÿ ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,
îáîçíà÷åííîé çíàêàìè ïðîáåëîâ, — ýòî îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì
íåàðõèìåäîâà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âûøå îíà áûëà ðåøåíà ïó-
òåì ââåäåíèÿ êîíöåïöèè òî÷êè ãîðèçîíòà.

Ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç òî÷êó ãîðèçîíòà ìû ïîïàäàåì â íîâóþ ðå-
àëüíîñòü ñ íîâûì ìàñøòàáîì. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå íà ïåðâûé
ìåãàóðîâåíü ÷èñëî w âûñòóïàåò êàê ìàñøòàá ýòîé ðåàëüíîñòè. Ýòî
õîðîøî âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òèïà
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Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñòü îñíîâàíèÿ äëÿ êîíñòàòàöèè îï-
ðåäåëåííûõ ïàðàëëåëåé ìåæäó èäåÿìè íåàðõèìåäîâà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà è èäåÿìè îòíîñèòåëüíî «äîãìàòà íàòóðàëüíîãî ðÿäà» [93].

Â íåàðõèìåäîâîì ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå
10. Ïðîöåññ ïåðåõîäà îò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 1, 2, 3… ê ÷èñëó ìå-

ãàóðîâíÿ w ñîâåðøàåòñÿ ñêà÷êîì, ïóòåì ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êè ãîðèçîíòà.
20. Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòà ÷èñëî w âûñòóïàåò êàê ìàñøòàá

íîâîé ðåàëüíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â àïïàðàòå íà ïåðâûé ïëàí âûõî-
äÿò ïîíÿòèÿ òèïà (1) è, çíà÷èò, ïåðåìåííûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå âå-
ëè÷èíå w.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî [93], äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë äîëæåí íà÷àòüñÿ ïðîöåññ ïðèíöèïèàëüíîãî «ñáèâà-
íèÿ ñî ñ÷åòà»:

10. Ðå÷ü èäåò î «ñáèâàíèè ñî ñ÷åòà» òèïà

10 1 10 2 10 323 23 23� � �, , ,...,
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íî íèêàê íå ñî ñ÷åòà òèïà

1 2 3, , ,... (2)
èëè

0 1 10 0 2 10 03 1023 23 23, ; , ; , , ...� � � . (3)

Äàëåå, èç êîíòåêñòà [93] ÿñíî (õîòÿ òàì îá ýòîì ïðÿìî íå ãîâîðèòñÿ),
÷òî

20. Ïåðåõîä îò ñ÷åòà òèïà (2) ê ñ÷åòó òèïà (3) ìîæåò ñîâåðøàòüñÿ
òîëüêî ñêà÷êîì, òàê êàê äàæå åñëè è äîïóñòèòü ïåðåõîä áåç ñêà÷êà, òî
åùå çàäîëãî äî ïîäõîäà ê ìàñøòàáó (3) â ðÿäå (2) íà÷íåòñÿ «ñáèâàíèå
ñî ñ÷åòà».

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî âåðíóòüñÿ ê âîïðîñó, ïîñòàâëåííîìó â êîí-
öå § 56. Èçëîæåííîå ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü, ÷òî ðåïåðíàÿ ðåøåòêà â
ïðîñòðàíñòâå, êîòîðóþ äàþò ÿäðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è êîòîðàÿ
èìååò øàã, ðàâíûé àêòóàëüíîìó áåñêîíå÷íî ìàëîìó ÷èñëó l, ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëü äèñêðåòíîé ðåøåòêè ñ ìàëûì, íî êîíå÷-
íûì øàãîì [51]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ýòà-
ëîííîå ÷èñëî w íåàðõèìåäîâà àíàëèçà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìî-
äåëü ÷èñëà 1023 èëè äðóãîãî àíàëîãè÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå óñòàíàâëè-
âàåò ìàñøòàá ðåàëüíîñòè íîâîãî óðîâíÿ.

Äàëåå, åñëè ïðèíÿòü ãèïîòåçó îá îãðàíè÷åííîñòè ðåàëüíîãî
ìèðà, òî ïðåäïîëîæåíèå î åãî äèñêðåòíîñòè âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñò-
âîâàíèå êîíå÷íîé îöåíêè ÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòîãî ìèðà. Ïîñëåäíåå
äàåò îñíîâàíèå äëÿ ïîñòàíîâêè âîïðîñà î ïîñòðîåíèè òåîðèè, â êî-
òîðîé íàòóðàëüíûé ðÿä áûë áû îãðàíè÷åí êîíå÷íûì ÷èñëîì N *.
Åñëè ÷èñëî w ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü êîíå÷íîãî ìàñøòàáà
òèïà 1023, òî ãðàíèöó «íàòóðàëüíîãî» ðÿäà L* (ñì. § 3) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ìîäåëü óêàçàííîé êîíå÷íîé ãðàíèöû N *.

§ 57. Ôîðìóëà e jð ùi � �
êàê ñèìâîë íåàðõèìåäîâà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Õîðîøî èçâåñòíî âûñêàçûâàíèå À.Í. Êðûëîâà î ôîðìóëå Ýéëåðà

å ip � �1,

â êîòîðîé îí âèäåë ñèìâîë åäèíñòâà âñåé ìàòåìàòèêè: «1 — ïðåä-
ñòàâëÿåò àðèôìåòèêó, i — àëãåáðó, p— ãåîìåòðèþ è e— àíàëèç» [138].

Â íåàðõèìåäîâîì àíàëèçå ïîÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííî íîâîå ÷èñ-
ëî — ÷èñëî w, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì áåñêîíå÷íî áîëüøèì
÷èñëîì: w � Lim n. Ââåäåíèå ÷èñëà w íåèçáåæíî âëå÷åò çà ñîáîé
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ïîÿâëåíèå åùå îäíîãî êà÷åñòâåííî íîâîãî ÷èñëà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
äâîéíîé åäèíèöåé ( )j 2 1� :

e jip w � � . (1)

Äâîéíàÿ åäèíèöà íåóïîðÿäî÷åíà îòíîñèòåëüíî ÷èñåë íåàðõèìåäî-
âîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, ïîâûøàÿ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü òåîðèè äî
ðàçëè÷èÿ àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàçëè÷èÿ àêòóàëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ÷èñåë, ìû îáÿçàíû äîïóñ-
òèòü è íàðóøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

Î ôîðìóëå (1) ìîæíî ñêàçàòü òàê: åñëè íåïåðîâî ÷èñëî ñèìâîëè-
çèðóåò êëàññè÷åñêèé (ò.å. àðõèìåäîâ) àíàëèç, òî íåïåðîâî ÷èñëî
âìåñòå ñ ÷èñëîì w ñèìâîëèçèðóþò íåàðõèìåäîâ àíàëèç. Ïîýòîìó
êàê ñèìâîë ôîðìóëà (1) ñâÿçûâàåò âîåäèíî ãåîìåòðèþ (÷èñëî p),
íåàðõèìåäîâ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (÷èñëà e è w) è òåîðèþ ãèïåð-
êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé (÷èñëà i è j). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïðîäîëæàåò òåîðèÿ
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òî íåàðõèìåäîâ àíàëèç äîëæ-
íà ïðîäîëæàòü òåîðèÿ ôóíêöèé ãèïåðêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Â äàííîé òåîðèè íàðÿäó ñ ìíèìîé åäèíèöåé ñîäåðæàòñÿ äâîéíûå
åäèíèöû è, çíà÷èò, ñîäåðæàòñÿ äåëèòåëè íóëÿ.

Ôîðìóëå (1) êàê ñèìâîëó ìîæíî ïðèäàòü òàêæå îïðåäåëåííûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë (åñòåñòâåííî, òîëüêî â ðàìêàõ àðèôìåòè÷åñêîé
êîíöåïöèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè). ×èñëî w óêàçûâàåò íà ñóùåñò-
âîâàíèå áåñêîíå÷íîé èåðàðõèè ìàñøòàáíûõ óðîâíåé ïðîñòðàíñòâà
è âðåìåíè. Ïðè÷åì äàííàÿ èåðàðõèÿ íåîãðàíè÷åííî ïðîñòèðàåòñÿ
êàê â îáëàñòü ìåãàìàñøòàáíûõ óðîâíåé, òàê è â îáëàñòü èñ÷åçàþùå
ìàëûõ ìàñøòàáîâ — â ìèêðîìèð. Ôîðìóëà (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîÿâ-
ëåíèå ìàñøòàáîâ w è E � 1/ w îáÿçàòåëüíî äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ
ïîÿâëåíèåì äâîéíîé åäèíèöû è, çíà÷èò, íàðóøåíèåì ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà, ïî êðàéíåé ìåðå íà ìèêðîóðîâíÿõ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëó (1) ìîæíî òàêæå èñòîëêîâàòü êàê îïðåäå-
ëåííûé ñèìâîë åäèíñòâà ìèêðî- è ìåãàìèðà.
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